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Matice 1

PoLE

Uvazujme mnozinu vSech redlnych ¢isel. Redlna cisla séitdme a nasobime, pficteme-
li k redlnému ¢islu nulu, dostaneme stejné ¢islo, vynasobime-li realné ¢islo jednickou,
dostaneme stejné cislo, ke kazdému redlnému ¢&islu existuje ¢islo opaéné (soucet ¢isla
a k nému opacného ¢isla je roven 0), ke kazdému nenulovému redlnému ¢islu existuje
¢islo inverzni (prevracend hodnota, sou¢in ¢isla a k nému inverzniho ¢&isla je roven 1).
Pro libovolna redlna ¢isla a, b, ¢ navic plati

a+b=b+a, a-b=b-a (soucet a soucin jsou komutativni,
a+(b+c)=(a+b)+c¢, a-(b-c)=(a-b)-c asociativn{
a-(b+c)=a-b+a-c a spliuji distributivni zakon)

Kazdd mnozina obsahujici aspon 2 prvky (obvykle oznacované 0 a 1) s uvedenymi
operacemi s uvedenymi vlastnostmi se nazyvé pole. Piikladem pole je pole komplexnich
c¢isel, které znacime C.

Kazda podmnozina mnoziny komplexnich ¢isel, kterd obsahuje 0 a 1, s kazdym ¢islem
obsahuje k nému opacné, s kazdym nenulovym ¢islem obsahuje k nému inverzni a s li-
bovolnymi dvémi ¢isly obsahuje jejich soucet i soucin, se nazyva éiselné pole.

Piiklady ¢iselnych poli jsou mnozina komplexnich ¢isel C, mnozina redlnych cisel R
a mnozina racionanich ¢isel Q. Napiiklad mnozina celych ¢isel Z a mnozina pfirozenych
(kladnych celych) ¢isel N nejsou pole.

Je-li P pole a n pfirozené ¢islo, potom P™ oznacuje mnozinu vSech uspofadanych
n-tic prvku pole P.

Polim se jesté budeme vénovat pozdéji, v kapitole 6, ale uz pied tim budeme vyuzivat
nékteré vlastnosti pole, napiiklad, ze 0-x = x -0 = 0 pro kazdé = z pole, nebo Ze soucin
nenulovych prvku pole je také ruzny od nuly.

1. MATICE

1.1. Matice

Definice 1.1.1. Bud P pole, budte m,n pfirozens ¢éisla. Matice typu m x n nad
polem P je tabulka o m fadcich a n sloupcich obsahujici na kazdém misté néjaky
prvek pole P (a nic jiného). Mame-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém
radku a j-tém sloupku oznacujeme A;- a matici zapisujeme obvykle

AL AL oAl
PO P A
AT AT AM

nebo strucnéji A = (Aé‘)mxn nebo jen A = (A;)

Matici typu m x n nad polem P je mozné definovat také jako zobrazeni z kartézského
sou¢inu {1,2,...,m}x{1,2,...,n} do pole P. Takové zobrazeni tedy uspotrddané dvojici
(1,7) pritazuje A;- € P a muzeme ho zapsat pravé ve tvaru tabulky, kterd ma v i-tém
fadku a j-tém sloupku prvek A;



2 Matice

Hornim indextm fikame 7ddkové, dolnim indextum fikame sloupkové. Pro pevné zvo-
lené 4

A= (AL 4f ... A)
jei-ty rddek matice A; je to tedy matice typu 1xn, nékdy ji zapisujeme jako uspoiradanou
n-tici (A4, AL, ..., AL) € P™ Nulovy fadek ozna¢me 0,. Pro pevné zvolené j
1
p
A4
o __ J
A = :
m
A7

je j-ty sloupek matice A; je to tedy matice typu mx 1, nékdy ji zapisujeme jako uspofada-

C .11 A2 1 2 T 1 42 T
nou m-tici (Aj,Aj,...,Agn) € P™ nebo (Aj A7 ... A’]") nebp (Aj,Aj,...,AT) .
Nulovy sloupek ozna¢me 0° To, ze matice A je tvorena radky Ag, resp. sloupky A7,
budeme nékdy zapisovat

Al
A2
A= ° 1, resp.A:(A‘f 5 ... A;)
Am
Definice 1.1.2. Matice A = (A;) a B = (B;) se vzajemné rovnaji, jestlize jsou

stejného typu a na stejnych mistech maji stejné prvky, tedy jsou-li typu m x n a pro
kazdé i € {1,2,...,m} akazdé j € {1,2,...,n} plati Aj = Bj.

Definice 1.1.3. Matice A = (A})mxn je

e Ctvercovd, jestlize m = n,

e diagondlng, jestlize je Ctvercova a A;- = 0 pro i # j (prvky A! jsou také
diagondlni a tvori (hlavni) diagondlu),

e jednotkovd, jestlize je diagonalni a Aﬁ = 1 pro kazdé i (oznacujeme ji E,, nebo
jen E),

e nulovd, jestlize ma vsechny prvky nulové (oznacujeme ji 0,, x5, nebo jen 0),

e horni resp. dolni trojihelnikovd (nebo v hornim resp. dolnim trojihelnikovém
tvaru), jestlize je ¢tvercova a pod resp. nad diagondlou ma jen nuly, tedy
A§:0pr01>jresp. pro ¢ < 7,

e schodovitd (nebo ve schodovitém tvaru nebo také odstupriovaném tvaru),
jestlize kazdy nenulovy radek, kromé prvniho, zacina zleva vice nulami nez
radek predchozi,

o v Gaussové—Jordanové tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) prvni (zleva) nenulové prvky vsech nenulovych radku jsou 1,
(iii) ve sloupcich nad (a nejen pod) prvnimi nenulovymi prvky vSech nenu-
lovych Fadkt jsou jen 0,

e v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je bud nulovd, nebo jednotkovd, nebo

rovna matici

(6 0)

kde E je jednotkova matice a 0 oznacuji nulové matice ptislusnych typu,
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e blokové diagondlni, jestlize je rovna matici

A; 0 - 0
0 Ay --- 0
0 0 - A
kde k > 1, Ay, ..., Aj jsou ¢tvercové matice (bloky) a 0 oznac¢uji nulové matice

prislusnych typu.

Mnozinu vSech matic typu m X n nad polem P oznacujeme M,y (P) nebo P"™*";
v piipadé ¢tvercovych matic také M, (P) nebo gl(n, P).

Piiklad. (1)

1 2\ ., . ( . 1 2 3 ;s [ .
3 4 je Ctvercova matice, 415 6 neni ¢tvercova matice.

(é 2) je diagonalni matice, (é é) nenf diagonaln{ neni.

00
1 0] jsou jednotkové matice.
0 1

00 0 0 0\ . , .
Ooxo = (0 ()> ,09x3 = <0 0 0> jsou nulové matice.

je horni trojuhelnikova matice,

je dolni trojuhelnikova matice.

NN = OO
—_ oo Ulo W

NOO O N

je matice ve schodovitém tvaru,

neni matice ve schodovitém tvaru.

SO~ OO0 O
SO NN OOoONN
SO R MFH OO M
DR O N O~ O N
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10 2 0
01 1 0] . . G 5 Jord -
0 0 o 1| i¢maticev Gaussové Jordanove tvaru,
00 00
101 2
01 20 , . . ,
neni matice v Gaussové—Jordanové tvaru.
0 001
00 00
(8)
10 00
02 0 0] . - s .
00 3 4|7 blokové diagondalni matice,
0 0 56
10 00
31 20 , . 1 o .
0 0 1 o nen blokové diagondalni matice. O
0 0 2 3

1.2. Operace s maticemi

1.2.1. Soucet matic a nasobek matice

Definice 1.2.1. Budte A, B matice typu m x n nad polem P. Soucet matic A, B je
matice A 4+ B typu m x n nad polem P takovd, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m},
je{1,2,...,n}

(A+ B)i = A% + BL.

Séitame tedy jen matice stejného typu. Matice riznych typu nelze scitat.

Definice 1.2.2. Bud'te A matice typu m x n nad polem P a ¢ € P. Potom c-ndsobek
matice A je matice cA typu mxn nad polem P takovd, ze pro véechnai € {1,2,...,m},
je{lL,2,...,n}

(cA)é- = cAé».

Pro ¢ = —1 se matice (—1)A zna¢i —A a nazyva se opacénd matice k matici A.

Priklad. Pro
12 3 -1 0 2).
A‘<4 5 6> aB_< 1 -3 7>Je

C(14+(-1) 240 342\ (0 2 5
A+B( 441 5+ (-3) 6+7><5 2 13)’

6 12 18 10 -2
6A‘<24 30 36)’ _B_<—1 3 —7)' -
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Cviceni. Spoctéte
2 " 2 1
4 0 —1
1 n 1 2
0 3 4
-1 1 2
1) (3 4 4
0 1 2 _9
)+ 3 ) .

Tvrzeni 1.2.1. Necht A, B,C jsou matice stejného typu nad polem P a c,k € P. Pak

—_
[\)

w
W

2

OO OoO O Ww

o

~ N~ N~ N -~/
+ N—— — "
+
/N~ —
WH WK~ WK
FEN V)

o

(1) A+ B =B+ A4, (5) 1A = A,
(2) A+ (B+C)=(A+B)+C, (6) c(A+ B) = cA+ cB,
(3) A+0=A4A, (7) (c+k)A = cA+ kA,
(1) A+ (—A) =0, (8) c(kA) = (ck)A.

Dikaz. Uvedeme jen dukaz bodu (2) a (6), ostatni ponechdme jako cviceni.

(2) Mame dokazat, ze matice A+(B+C') se rovnd matici (A+B)+C. Predpoklddejme,
ze A, B, C jsou typu m xn. Potom i B+C a A+ B jsou typu m xn, a tedy i A+ (B+C)
a (A+ B) + C jsou typu m x n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém tddku a j-tém sloupku
matice A + (B + C) je

(A+ (B+0Q))j =
=A'+ (B+ Q) =

(podle definice sou¢tu matic)

(
= AL+ (B; +Cj) = (diky asociativité s¢itani v poli)

(

(

podle definice souc¢tu matic)

= (A, + B+ C) =
=(A+B);+C) =
= ((4+ B) +0)j,

coz je prvek v i-tém faddku a j-tém sloupku matice (A + B) + C.

Dokézali jsme, ze matice A+ (B+C) a (A+ B) + C jsou stejného typu a na stejnych
mistech maji stejné prvky.

(6) Mame dokézat, ze matice ¢(A + B) se rovna matici cA + ¢B. Piedpoklddejme, ze
A, B jsou typu m x n. Potom i A+ B, cA a ¢B jsou typu m X n, a tedy i ¢c(A + B)
a cA+ ¢B jsou typu m X n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém taddku a j-tém sloupku
matice ¢(A + B) je

podle definice sou¢tu matic)

podle definice souc¢tu matic)

(c(A+ B)); = (podle definice c-ndsobku matice)
=c(A+ B); = (podle definice sou¢tu matic)
= c(Aé- + B]Z) = (diky distributivnimu zdkonu v poli)
= cAé- + CB§- = (podle definice c-ndsobku matice)
= (cA)} + (cB);- = (podle definice sou¢tu matic)
= (cA+cB );,

coz je prvek v i-tém radku a j-tém sloupku matice cA + cB.
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Dokézali jsme, ze matice ¢(A+ B) a cA+¢B jsou stejného typu a na stejnych mistech
maji stejné prvky. O

Uvedli jsme si, ze fadky a sloupky matice chapeme jako matice. Muzeme je tedy také
nasobit prvky piislusného pole, muzeme scitat fadky a scitat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejnym polem.

Nasledujici definici formulujeme pouze pro radky matice, ale obdobné ji 1ze formulovat
pro sloupky, uspofadané n-tice a matice.

Definice 1.2.3. Bud'te A%, A2 ..., Al rédky matice nad polem P, ¢1,¢a,...,¢; € P.
Linedrni kombinace tadkt A2, A2, ... A¥ s koeficienty c1,co, ..., ¢ je fadek
k
clAil + CQA? + et ckAé’c = Z ch?.
j=1

Méme-li prazdnou mnozinu Fadku (tedy, nemame zddny fadek), jejich linedrni kom-
binaci definujeme jako nulovy Fadek. Takze, nulovy radek je linedrni kombinaci fadku
z prazdné mnoziny.

Piiklad. Méjme

3.2 1 0 Al=(3 2 1 0)
-1 0 1 -1 Al=(-1 0 1 -1
[ 0o 2 -1 o0 A3=(0 2 -1 0)
A=1 1 0 1 o tedy AY=(1 0 1 0)
-1 0 1 2 AS=(-1 0 1 2)
L -1 2 1 AS=(1 -1 2 1)
Pro AL, A3 A% a ¢c; =2,¢9 = —1, c3 = 2 dostaneme

1AL + A + c3A% =
=2-(3 21 0)+(-1)-(0 2 -1 0)+2-(1 -1 2 1)=
=6 4 2 0)+((0 -2 1 0)+(2 -2 4 2)=
=8 0 7 2). O

1.2.2. Soucin

Definice 1.2.4. Bud'te A matice typu m x n a B matice typu n x p nad polem P.
Souc¢in matic A, B (v tomto pofadi) je matice A - B (obvykle oznatovana jen AB)
typu m x p nad polem P takovéd, ze pro vSechna i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,p}

(AB)j = AiBj + AyB: +---+ ALB} = " A} B}
k=1

Matice B mé tedy tolik fadku, kolik mé matice A sloupku. Prvek matice AB v i-tém
fadku a j-tém sloupku ziskdme tedy tak, ze seCteme souciny prvku v i-tém fddku matice
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A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AlBi + A}B} +---+ ALBY .-+ AIBl+A}B2+---+ ALBY
B AIBl + A3B? + .-+ AZBY ... AIBL4+ AJBZ+..- 4+ AlBY
A'BY+ APBY + -+ A'BY -+ AU'Bi 4+ APB2+ -+ ATBP

AlBl+ AlB?2 + ...+ ALBn
A3Bl+ A3B2 + ...+ A2BD

APBL 4+ AB2 + .-+ ATBP

AlB

A’B

A"B
= (B{AS + BfAS +---+ BA;, -+ BIAY+ BIAS+---+ BlAY) =
= (ABY ABj --- ABj).

Cili, prvni fadek matice AB ziskdme tak, ze vezmeme Al-nisobek fadku B!, Al-ndsobek
fadku B2, ..., Al-ndsobek fadku B? a viechny tyto nasobky secteme. Je to tedy linedrni
kombinace radku matice B s koeficienty z prvniho fddku matice A, jinymi slovy, soucin
prvniho fadku matice A, fadek je matice typu 1 X n, a matice B.

Obdobné ziskdme ostatni fadky matice AB. Obecné, i-ty fadek matice AB ziskdme
tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem A} vynédsobime k-ty fddek matice B a viechny
tyto ndsobky sec¢teme. Takze i-ty fadek matice AB je linedrni kombinace fadka matice
B s koeficienty z i-tého fadku matice A, jinymi slovy, soucin i-tého fadku matice A,
fadek je matice typu 1 x n, a matice B.

Analogicky, prvni sloupek matice AB ziskdme tak, ze vezmeme B%—nzisobek sloupku

9, B-nésobek sloupku A3, ..., BP-ndsobek sloupku AS a viechny tyto ndsobky secteme.
Je to tedy linedrni kombinace sloupkt matice A s koeficienty z prvniho sloupku matice
B, jinymi slovy, souc¢in matice A a prvniho sloupku matice B, sloupek je matice typu
n x 1.

Obdobné ziskdme ostatni sloupky matice AB. Obecng, j-ty sloupek matice AB
ziskdme tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem B;“ vynasobime k-ty sloupek matice
A a vSechny tyto ndsobky secteme. Takze j-ty sloupek matice AB je linedrni kombinace
sloupku matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B, jinymi slovy, sou¢in matice
A a j-tého sloupku matice B, sloupek je matice typu n x 1.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhd méa tolik fadku, kolik ma prvni
sloupku), nelze je (v daném poradi) nasobit, pfislusny sou¢in neexistuje.

Priklad. (1) Pro

12 -1 0) .
=33 m=(a) v
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(2 1), BA neexistuje.

ucin matic

BA.

Predchazejici priklady ukazuji, ze so

AB
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1 00 5 0 0 1 20 5 4 0

0 2 3 0 4 3 340 3 20

0 4 5 0 21 0 0 5 0 01

10 00 2 000 1 2 00 4 3 00
0 2 3 4 0 3 45 3400 2100
056 7 0 6 7 8 00 5 4 001 4
0 8 90 0 901 00 3 2 00 2 3
1 0 00 2 000 10 0 0 5 0 0 0
0 2 30 03 40 0200 06 00
0 450 0510 0030 00 70
0 00 6 0 006 00 0 4 0 0 0 8

0905
0 0-() -0
G0 )0 :

Tvrzeni 1.2.2. (1) Je-li i-ty rddek matice A nulovy, pak i-ty Tddek matice AB je
nulovy.

(2) Je-li j-ty sloupek matice B nulovy, pak j-ty sloupek matice AB je nulovy.

(8) Soucin diagondlnich matic je diagondlni matice.

(4) Soucin blokové diagondlnich matic s bloky stejnijch typu je blokové diagondlni ma-
tice s bloky stejnych typi.

Dikaz. Uvedeme jen dukaz bodu (4), ostatni ponechdme jako cviceni.

(4) Bud'te A, B blokové diagonaln{ matice s bloky As,...,A,, resp. By,..., B, ta-
kovymi, ze pro kazdé i A;, B; jsou stejného typu. A, B jsou tedy ¢tvercové matice
stejného typu a je mozné je vzajemné nasobit.

-ty Ffadek matice A je

Al=(0 ... 0 A ... A 0 ... 0),

im
cili AS =0 pro j <iyaj>inm.
j-ty sloupek matice B je
0

%
I

éiliB§:0proi<j1ai>jn.
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Jsou-li 7, j takova, Ze pozice v i-tém fadku a j-tém sloupku je mimo bloky Aq,. .., A,
resp. Bi,..., By, pak bud i1 > j, nebo i, < ji. V obou piipadech pro kazdé k bud
A}; = 0 nebo BJ’? = 0. Jelikoz 0-z = z-0 = 0 pro kazdé x z ptislusného pole, viz kapitola
6, v obou pfipadech pro kazdé k plati A};B;?’ =0, tedy i

(AB)i =) AjBf =0,
k

takze AB je blokové diagonalni matice s bloky stejnych typu, jakych jsou bloky v ma-
ticich A a B. O

Tvrzeni 1.2.3. Necht A, B, C jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a c € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (1) (A+ B)C = AC + BC,
(2) AE = EA = A, (5) ¢(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C) = AB + AC,

Dikaz. Uvedeme jen dukaz bodu (1) a (3), ostatni ponechdme jako cviceni.

(1) Predpokldadejme, ze A je matice typu m x n, B je matice typu n x p a C' je matice
typu p X q. Potom AB je matice typu m x p a BC je matice typu n X ¢, takze A(BC)
a (AB)C jsou matice typu m X g.

(A(BC))§ = (podle definice sou¢inu matic)
= Z 7,’€(BC')§c = (podle definice souc¢inu matic)
k=1
n P
=> A (BfCh) = (diky distributivnimu zékonu v poli)
k=1 =1
nop
= Z Al (BF le) = (diky asociativité sou¢inu v poli)
k=1 i=1
nop
= Z Z(A/iC lk)C]l = (diky komutativité souc¢tu v poli)
k=1 i=1
p n
= Z (A: BF )CJZ = (podle definice sou¢inu matic)
1=1 k=1
p
= Z(AB)%C; = (podle definice souc¢inu matic)
=1
= ((AB)C);.

(3) Predpoklddejme, ze A je matice typu m x n a B,C jsou matice typu n x p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m X p a pro kazdé i € {1,2,...,m}
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aje{l,2,...,p} plati

(A(B+ C)); = (podle definice souc¢inu matic)

= Z Al (B + C’);C = (podle definice sou¢tu matic)
k=1

= Z A};(B;C + Cf )= (diky distributivnimu zdkonu v poli)
k=1

= Z(A%Bf + A};C]k) = (diky komutativité s¢itdni v poli)
k=1

= Z A};B}“ + Z Af;CJIf‘ = (podle definice sou¢inu matic)
k=1 k=1

= (AB); + (AC); = (podle definice sou¢tu matic)

= (AB + AC)}. U

1.2.3. Transponovani

Definice 1.2.5. Transponovand matice k matici A typu m x n je matice AT typu
n x m, kde (AT)é- = A} pro vSechna i, j.

Piiklad.
123T 1 4
4156) =|2° =
3 6

Tvrzeni 1.2.4. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A= (AT, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T=AT + BT, (4) (AB)T =BTAT.

Diikaz. (1) Je-li A typu m x n, potom AT je typu n x m a (AT)T je typu m x n. Navic
pro kazdé i € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} plati
(A1) = (ATY] = 4.

(4) Bud'te A matice typu m x n a B matice typu n x p. Pak AT je typu n x m, BT
je typu p x n, AB je typu m x p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p x m. Pro kazdé
i€{1,2,...,p}aje{l,2,...,m} plati

((AB)T); = (ABY, = >_ALBf =Y BfAj =3 (BT)j(AT)} =
k=1 k=1 k=1
_ (RT ATy
=(B"A").

Ostatni body jsou ponechany jako cviceni. O

Cviceni. Ukazte, ze pro libovolné k € N a libovolné matice Ay, ..., Ax vhodnych typtu
plati (Ay - Ap)T = AT .- Al O
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1.3. Elementarni tpravy a specialni tvary matic

1.3.1. Elementarni tpravy

Definice 1.3.1. Mé&jme matici nad polem P. Rddkové elementdrni dpravy matice jsou
(1) pricteni c-ndsobku j-tého Fadku k i-tému fadku, kde c € P a i # j,
(2) vynasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem c € P,
(3) vzdjemnd vyména i-tého fadku a j-tého Fadku.

Sloupkové elementdrni dpravy matice definujeme analogicky.

Cviéeni. Proved'te vzdjemnou vyménu dvou fadkli pomoci koneéné mnoha tiprav typi

(1) a (2). O
Méjme matici A. Prictenim c-ndsobku j-tého faddku k i-tému fadku zménime i-ty
fadek na (A’1 +cA] Ab4cAl ... AL+ CA%) a ostatn{ fadky zistanou beze zmény.
Po vynéasobeni i-tého fadku prvkem c¢ € P i-ty fadek bude (cAZi cAy ... cAf@)
a ostatni fadky zustanou beze zmény. ' ' .
Po vzéjemné viméné i-tého iddku a j-tého fadku i-ty fadek bude (4] A} ... A}),
j-ty fddek bude (Azl Ay A%) a ostatni radky zustanou beze zmény.

Sloupkové tpravy funguji analogicky pro sloupky.

Piiklad. (1) Prictenim 3-ndsobku prvniho fddku k druhému faddku upravime matici

1 2 3 i (123
4 5 ¢) "amauct - 41 15)-

(2) Vzijemnou vyménou prvniho sloupku a tretiho sloupku upravime matici
1 2 3 .. 3 2 1
(7 11 15) na matici (15 1 7) . g

Ke vSem elementarnim upravam existuji pravy inverzni, které jsou také elementarni
a upravenou matici pfevedou zpét na puvodni matici. Inverzni dpravy k fadkovym
Upravam jsou
(1) pficteni —c-nasobku j-tého Fddku k i-tému fadku,
(2) vynésobeni i-tého fadku prvkem ¢,
(3) vzdjemnd vymeéna i-tého fadku a j-tého radku.

Inverzni tpravy ke sloupkovym tUpravam jsou obdobné.

Piiklad. (1) Pii¢tenim —3-ndsobku prvniho fddku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
7 11 15 na matici 15 6)

(2) Vzijemnou vymeénou prvniho sloupku a t¥etiho sloupku upravime matici
3 2 1 . . 1 2 3
(15 1 7> na matici (7 1 15) . ]

Definice 1.3.2. Matice A, B jsou ekvivalentni, jestlize B muze vzniknout z A
koneénou posloupnosti elementarnich aprav. Je-li mozné toho dosahnout pomoci pouze
radkovych, resp. sloupkovych uprav, matice jsou 7ddkovée, resp. sloupkové ekvivalentni.
V kazdém piipadé znaéime A ~ B.
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Tvrzeni 1.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoziné véech matic stejného
typu nad stejnym polem.

Dikaz. Cviceni. O

1.3.2. Schodovity, Gaussiv—Jordaniv a Gaussuv kanonicky tvary matic

Piipomenme si definice z podkapitoly 1.1.

Definice 1.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru (nebo také odstupriovaném tvaru),
jestlize kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho fadku, zacind zleva vice nulami nez
radek predchozi.

7 toho plyne, ze v matici ve schodovitém tvaru vSechny fadky pod nulovym fadkem
jsou nulové.

Definice 1.3.4. Matice je v Gaussové-Jordanové tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kazdém nenulovém fadku prvni (zleva) nenulovy prvek je 1,
(iii) v kazdém sloupku, ve kterém je prvni nenulovy prvek néjakého fadku, ostatni
prvky jsou 0.

Definice 1.3.5. Matice je v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je bud nulové, nebo
jednotkova, nebo rovna matici

(6 0)

kde F je jednotkovd matice a 0 oznacuje nulové matice pfislusnych typt.

Piiklad. (1) Nechf

1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 30
0 0 21 0 3 21 01 20
A=10 01 2|, B=|0 00 1|, C=]00 0 1
0 00O 0 00O 0 00O
0 00 6 0 00O 0 00O

Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni v Gaus-
sové—Jordanové tvaru. Matice C' je v Gaussové—Jordanové tvaru.

(2) Kazdd nulova matice je ve schodovitém tvaru i v Gaussové-Jordanoveé tvaruiv Gaus-
sové kanonickém tvaru. O
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Definice 1.3.6. Méjme nenulovou matici. Gaussova eliminace je iprava matice podle
nasledujiciho algoritmu.
Bud i = 1.
(1) Uvazujme prvni sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim
radku.
(2) Neni-li v i-tém tadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
radek s vhodnym nizsim radkem.
(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v faddcich pod i-tym fadkem pficte-
nim vhodnych nasobkt i-tého fadku.
(4) Vezmeéme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li sloupek, ktery ma néjaky nenulovy
prvek v i-tém nebo nizsim tadku, vratme se do bodu (1). Jestlize takovy
sloupek neexistuje, algoritmus kon¢éi.

Tvrzeni 1.3.2. Kazdd matice je radkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Dukaz. Nulovd matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou fadkové elementarni ipravy
a z postupu pii Gaussové eliminaci vyplyva, ze kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho
fadku, zac¢ind vice nulami nez fadek piedchozi. O

Z Tvrzeni 1.5.2 a 1.5.3 vyplyva, ze pocet nenulovych fadku v matici ziskané Gaussovou
eliminaci je urcen jednozna¢né, nezavisi na tom, jak byla Gaussova eliminace pouzita,
presnéji, k jaké vymeéné radku doslo v bodé (2).

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bdzovy, jestlize neni nulovy a nenf linearni kombi-
naci predchozich sloupk.

Béazové sloupky matice jsou praveé ty sloupky, které jsou uvazovany v bodé (1) v Gaus-
sové eliminaci.
Pozice (indexy) béazovych sloupku v matici jsou matici uréeny jednoznaé¢né.

Definice 1.3.8. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je Gprava
matice podle nasledujictho algoritmu.
Bud i = 1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém tadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
radek s vhodnym nizsim radkem.
(3) i-ty radek vyndsobime pfevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku.
(4) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pfi¢tenim vhodnych
nasobkt i-tého Fadku.
(5) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim fddku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je mozné ekvivalentné definovat i tak, ze matici upravi-
me pomoci Gaussovy eliminace (na schodovity tvar), kazdy nenulovy fadek vynésobime
prevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku a vynulujeme vSechny prvky nad
vSemi prvnimi nenulovymi prvky radku.

Tvrzeni 1.3.3. KaZdd matice je radkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.
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Dikaz. Nulova matice je v Gaussové—Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. V8echny provedené upravy jsou rad-
kové elementarni upravy a z postupu pii Gaussové—Jordanové eliminaci vyplyva, ze
vyslednd matice je v Gaussové—Jordanové tvaru. U

Matici je jednoznacné urcena Fdadkové ekvivalentni matice v Gaussové-Jordanove
tvaru, tedy pro kazdou matici existuje pravé jedna matice v Gaussové-Jordanové tvaru
rfadkové ekvivalentni puvodni matici.

Tvrzeni 1.3.4. KaZdd matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru.

Diikaz. Pro nulovou matici a jednotkovou matici neni co dokazovat. Libovolnou jinou
matici lze prevést na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru s pouzitim
radkovych i sloupkovych elementarnich tprav a pomoci algoritmu, ktery ziskame vhod-
nou dpravou Gaussovy—Jordanovy eliminace. Podrobnosti ponechame jako cvi¢eni. [J

1.3.3. Elementarni matice

Definice 1.3.9. Elementdrni matice jsou:
(1) proi#j
1 0 0 0
N 0 ... 1 ... ¢ ... 0] i-tyiddek
E"(c) =
0O ... 0 ... 1 ... 0]y -ty adek
0 0 0 1
(2) proc#0
1 ... 0 ... 0
E'(¢)=10 ... ¢ ... 0]itytadek
0 0 1
(3) proi#j
1 0 0 0
0O ... 0 ... 1 ... 0] ityriddek
O ... 1 ... 0 ... 0] j-tytadek
0 0 0 1

Kazd4 elementarni matice vznikne z jednotkové matice provedenim vhodné radkové
nebo sloupkové elementarni tpravy.

Matice E%(c) vznikne z jednotkové matice E piictenim c-ndsobku j-tého fadku k i-
tému fadku a od jednotkové matice se lisf jen tim, ze (E*J (c)); = ¢, zatimco E; =0.

Matice E(c) vznikne z jednotkové matice E vyndsobenim i-tého faddku prvkem c
a od jednotkové matice se ligf jen tim, ze (E(c))! = ¢, zatimco E! = 1.

Matice E%J vznikne z jednotkové matice E vymeénou i-tého fadku a j-tého Fadku a od
jednotkové matice lisi jen tim, ze i-ty a j-ty fadky jsou vzdjemné vymeénény.
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Lemma 1.3.5. Bud'te A, B matice.
(1) Matice B mize vzniknout z matice A pomoci jedné tadkové elementdrni dpravy
pravé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice QQ takovd, Ze B = QA.
(2) Matice B muze vzniknout z matice A pomoci jedné sloupkové elementdrni ipravy
pravé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice Q@ takovd, Ze B = AQ.

Dukaz. Piimym vypocCtem lze ovérit, ze pri¢teni c-nasobku j-tého radku k i-tému Fadku
je totéz co vynasobeni matici E%I(c) zleva, vynasobeni i-tého fadku prvkem ¢ € P je
totéz co vynasobeni matici E'(c) zleva a vyména i-tého fadku a j-tého fadku je totéz
co vynéasobeni matici E*/ zleva. Viz také komentdi za Definici 1.2.4 souéinu matic.
Analogicky pro sloupkové Upravy a nasobeni zprava. Cviceni. O

Piiklad. Budte

1 23 76 5 1 23 321
A=1|4 5 4|,Bi =4 5 4|, By=[4 5 4|, By3=|4 5 4
3 21 321 6 4 2 1 2 3
Potom
10 2 1 2 3 1-AL+2- A3
By=E"2)-A=[0 1 0 4 5 4| = A2
00 1 3 21 A3
100 123 Aj
Bo=FE32)-A=10 1 0|-[4 5 4| = A2
00 2 3 21 9. A3
00 1 1 2 3 A3
Bs=FEY3.A=10 1 0 4 5 4] =1|A2 O
1 00 3 21 Al

Lemma 1.3.6. Transponované matice k elementdrnim maticim jsou elementdrni ma-
tice.

Dikaz. Cviceni. |

1.4. Inverzni matice

Definice 1.4.1. Bud A &tvercova matice. Matice X je inverzni k matici A, je-li
stejného typu a plati

AX =XA=E.
Inverzni matice k matici A se znac¢i A~L Matice je invertibilni, existuje-li matice k ni
inverzni.

Piiklad. (1) Kazd4 jednotkova matice E je invertibilni a E~! = E.
(2)

A= <(1) (1)> je invertibilni, protoze A- A = E, a tedy A1 = A.

(3)
A

1 2 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
0 0 AX mé druhy faddek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.
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A— 0 1 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
~\0 2 X A mé prvni sloupek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

a=(i o) »ox=(00)

Predpokladejme, ze X je inverzni k A. Pak AX = F, tedy

1 =1\ (a by (1 0
1 -1 c d) \0o 1/
Z toho dostaneme rovnosti
a—c=1, b—-d=0, a—c=0, b—d=1.

Ze tfeti rovnosti mame a = ¢ a po dosazeni do prvni rovnosti mame 0 = 1, coz je spor.
7 toho vyplyva, ze neexistuje matice X takova, ze AX = FE, a matice A tedy neni
invertibilni.

(6) Zadna nulova matice nenf invertibilni.

(7) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypoétem lze ovéfit (cviceni), ze
(B9() = E(-c),  (Be) =F(),  (EY)I=EY D
Tvrzeni 1.4.1. Ke kaZdé matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

Diikaz. Piedpoklddejme, ze X/, X" jsou inverzni matice k matici A. Tedy AX' = X'A =
AX"=X"A=F.Potom X' = EX' = X"AX' = X"E = X". ]

Tvrzeni 1.4.2. Necht A, A1, ..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom
(1) Ay -...- A, je invertibilnd a (Ay-...- A,) " = A 1 ATY;
(2) A~L je invertibilni a (A=1)7! = A;
(3) AT je invertibilni a (AT)™1 = (A™HT.

Diikaz. (1) (Al.....An).(A,;l....-A— y=F (A . 1_1)~(A1‘...-An)apodle
definice inverzn{ matice tedy (Ay ... A,)" 1 = A1, A_
(2) AA™' = A7'A = FE a podle deﬁmce inverzni matlce tedy (AH=1 = A,
(B)AA'=AA=E tedy E=ET = (A1A)T = ATAHT a E = (A4 HT =
(A~1)TAT a podle definice inverzni matice (AT)~! = (A=1)T. O
E

Tvrzeni 1.4.3. Necht A, B jsou ¢tvercové matice stejného typu takové, e AB =
Pak BA = E, obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A = B~!

a B=A"1).

Diikaz. Matici A upravme fadkovymi elementdarnimi tpravami na Gaussuv—Jordanuv
tvar G, tedy G = Q... Q1 A, kde Q1, ..., Q% jsou elementdrni matice pfislusné prove-
denym tpravdm. Pak A =Q;'...Q;'Ga AB=Q;"'...Q;'GB = E. Matice G nem4
nulovy tadek, protoze jinak by matice GB také méla nulovy fadek a takovou matici
nelze pomoci fadkovych elementarnich tprav (v tomto piipadé reprezentovanych ma-
ticemi Ql_l, .. .,Q;l) prevést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je ¢tvercova
matice v Gaussové—Jordanové tvaru a nemé nulovy fadek, G = E. Pak A = Qfl e Q,;l
je invertibiln{ matice jakozto souéin invertibilnich matic a existuje tedy A~%

Potom BA = EBA = A'ABA = A"'FA = A~'A = E. Jelikoz AB = BA = E,
jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzdjemné inverzni. O

Nyni zformulujeme dulezité kriterium invertibility.
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Tvrzeni 1.4.4. Matice je invertibilni prdvé tehdy, kdyz je radkové ekvivalenini s jed-
notkovou matict.

Diikaz. ,=“ Nechf A je invertibilni matice. Rédkovymi elementdrnimi tdpravami ji
pfevedme na Gausstiv—Jordantuv tvar G, tedy G = Qi ...Q1A4, kde Q1,...,Qy jsou
elementarni matice pfisluné provedenym upravam. Kazda z matic Q1, ..., Qg, 4 je in-
vertibilni a jejich sou¢in G je také invertibilni. Potom G, jakozto invertibilni matice
nemé nulovy fddek a G = E, jelikoz G je v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice A je
tedy radkové ekvivalentni s jednotkovou matici.

,<= Predpokladdejme, ze matice A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici F,
tedy Qi ...Q1A = E, kde Q1,...,Qk jsou vhodné elementdrni matice. Oznacme si
Q=Q...Q2Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzeni 1.4.3 je A invertibilnia A=! =@Q. O

Ptedchozi tvrzeni ndm nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle dukazu totiz
A =Q=Q...Q0:0Q1 = Qp...Q2Q1E, coz je matice, kterd vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim Fadkovych elementarnich tprav odpovidajicich ndsobeni elementdarnimi
maticemi Q1, @2, ..., Qk. To jsou stejné tpravy (resp. matice), které prevedly A na E.

Vypocéet inverzni matice. K matici A typu n x n zprava pfipojime jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

Al AL L0 ALl1r o .00
A3 A3 ... A2 101 ... 0
AP A 0 A™0 0 ... 1

Radkovymi elementdrnimi tipravami ji prevedeme na matici, kterd v levé ¢asti ma matici
B v Gaussové-Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibiln{ a v pravé éasti matice vyjde A~L
(2) B # E (B mé nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.

Priklad. Vypocitejme inverzni matici k matici

01 2
A=1|1 2 3
101
01 2100 10 1[0 0 1
(AEy=11 2 3{0 1 0]~ 123[010]|~
10 1/00 1 01 2100
10 1/00 1 101 00 1
~[022/01 -1 ]~(010-11-1]~
01 2(10 0 012 10 0
101 0 0 1 101 0 0 1
~lo1ol-1 1 -1]~|010[-1 1 -1]~
002 2 -1 1 001 1 -3 3
1o0o0/-1 1 1
~lo01o0/-1 1 -1
1 1
001 1 -3 1
Takze A je invertibilni a
14
A'=|-1 1 —1| (ovéite). O
1 -1 1
2 2
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Piiklad. Hledejme inverzni matici k matici

01 2
A=1|1 2 3
210
01 2|1 00 1 23010
(AIE)=11 2 3|01 0 |~|210/00T1]|~
21 0|0 0 1 012|100
1 2 3]0 0 1 2 3/01 0
~0—3—60—21~0120%—%N
0 1 2[1 00 01210 0
12 3/0 1 0 10—10—%%
~o120§-%~0120§—§.
0001 -2 2 00 01 —% 2

Matice A tedy neni ifadkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni invertibilni. [

Cviceni. Pokud existuji, spo¢téte inverzni matice k maticim

63 (Y
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w
S = DN
N Ut W
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|
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wW W
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N =N
W W =
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1.5. Hodnost matice
1.5.1. Linearni nezavislost
Stejné jako v pfipadé linearni kombinace v Definici 1.2.3 nésledujici definice a tvr-

zeni formulujeme pouze pro radky matice, ale vse lze obdobné formulovat pro sloupky,
usporadané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. Mnozina tadku {A%, A% ... Aé’“} je linedrné nezdvisld, jestlize pro
libovolné ¢y, ca, ..., c, € P z rovnosti
ClAél + CQA? +---+ CkAék = 0o vyplyva cp=cp=--=c¢ =0,

tj. nulovy fadek ziskdme jediné takovou linedrni kombinaci danych radkua, ve které

jsou vsechny koeficienty rovny nule.

Mnozina Fadka {A%, A%, ... ,AZ’“} je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné nezdvisla.

Tedy, existuji ci,ca,...,cr € P takové, ze aspoini jedno z nich je nenulové a pfitom
LAY 4+ A2 + -+ A% = 0.

Tvrzeni 1.5.1. MnozZina Tddku je linedrné zdvisld pravé tehdy, kdyz aspon jeden z nich
je linedrni kombinaci ostatnich.
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Diikaz. Piedpoklddejme, Ze mnozina fadkt {A%, A2 ... A} je linedrné zévisla. Exis-
tuji tedy koeficienty ¢, ca, ..., cp € P takové, ze aspoini jeden z nich je nenulovy (napii-
klad ¢j) a 1 A% + -+ + ¢;AS + -+ + . AS = 0. Potom
CjAoj = —ClAél — s = ijle] - Cj+1AOJ+1 — s = CkAék,
i C1 . Ci_1 i Cit1 " Ck ..
AY = —Lan It g L Al TR g
G4 G4 G4 Gy

a radek Aij je tedy linedrni kombinac{ ostatnich fadki.
Piedpokladejme, ze napiiklad Fadek A¢ je linedrni kombinaci ostatnich Fadki, tedy

Aij _ ClAf)l 4+ .4 Cj_lA(i)j_l =+ Cj.:,_lAiH—l + -+ CkAf)k‘
Potom
LAY 4 AT = AT 4 AT 4 g A = 0,

a zdroven ¢; = —1. Takze mnozina fddku {A%, A2, ..., AF} je linedrné zavisla. O

Piiklad. Méjme

0 1 2
A=1|1 2 3
1 0 1
Nechf
a0 1 2)+e(l 2 3)+e3(l 0 1) =
=(ca+c3 c14+2c2 2c1+3c2+c3)=(0 0 0).
Takze
co+c3=0
c1 + 2¢o =0

2c¢1 +3ca+c3=0

a to je mozné jediné v piipadé, ze ¢; = co = c3 = 0 (vyFesime soustavu t¥{ rovnic o tfech
neznamych ¢y, ca, c3 a ziskame jediné, nulové feseni).

Mnozina fadki matice A je tedy linedrné nezavisla. O
Priklad. Méjme
01 2
A=1|1 2 3
2 10
Necht

a0 1 2)+e(l 2 3)+e(2 1 0)=
:(02+263 1+ 2¢c0 4¢3 201+302)=(0 0 0).

Soustava
co+2c3=0
c1+2c2+ c3=0
2c1 + 3¢ =0
mé kromé nulového i nenulova Feseni (napiiklad ¢; = 3, co = —2, ¢3 = 1). Mnozina

rfadku matice A je tedy linedrné zavisla. O
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Piiklad. (1) Mnozina fadku jednotkové matice je linedrné nezavisla. Ovérte.

(2) Mnozina fadku, z nichz aspon jeden je nulovy, je linearné zdvisla. Ovéite.

(3) Jednoprvkova mnozina obsahujici fadek A% je linedrné nezavisld, jestlize z cAL = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linedrné nezavislé,
jestlize ten fadek je nenulovy, a je linearné zavisld, jestlize ten fadek je nulovy.

(4) Mnozina obsahujici jen fadky A%, A% je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz jeden
z fadku je ndsobkem druhého z Fadku (existuje ¢ € P takové, ze AL = cA2).

(5) Prazdnd mnozina fadku je linedrné nezavisla. O

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximéalni pocet prvku linedarné nezdvislé mnoziny
jejich fadka. Hodnost matice A znacéime rank A.

Méjme matici A typu mxn s fadky AL, A2, ..., A™. Vezmeme viechny mozné mnoziny
téchto fadku, ¢ili prdzdnou mnozinu (Z), Jednoprvkové mnoziny {ALl}, {42%},..., {A™},
dvouprvkové mnoziny {ALl, A2}, ... {AT"1 A™) ... a7 mnozinu {Al A2 ... AT}

7 téchto mnozin vybereme ty, které jsou linedrné nezavislé. U kazdé z nich si pozna-
mename pocet prvka a maximalni z téchto poctu je hodnost matice A.
Hodnost matice s m fadky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.

Piiklad. (1) Hodnost matice

01 2
1 2 3
1 01

je rovna 3. Ovéite.
(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovéite.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych Fadku. O

Cviceni. Spoctéte hodnosti matic

(11 1) (6) (0 1 2)

|
i
(

W N =
~/
— =
O = O

w

N\
N =
NN
~~

Tt W =
SN G} #1\3
N Ot W
~
— N =
[l )
LW =
— N
N = DN
W W =
O
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Tvrzeni 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
Fadki.

Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd méa m radku, z nichZ p je nenulovych.
Mnozina vSech nenulovych fadku je linedrné nezdvisla (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemuze. Jestlize m > p, pak kazd4d mnozina s vice nez
p Ffadky obsahuje aspon jeden nulovy fadek, a je tedy linearné zavisla, takze i v tomto
piipadé rank A = p. O

Podle nésledujictho tvrzeni je mnozina fadku linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz
je linedrné nezdvisld mnozina fadku vznikld provedenim radkové nebo sloupkové ele-
mentarni dpravy puvodni mnoziny fadku.

Tvrzeni 1.5.3. Bud'te AL, A%, ... A™ 7ddky. Necht Bl, B2 ..., B™ jsou ddky, které
z Fddka AL, A2, ..., A™ vzniknou provedenim jedné tddkové nebo sloupkové elementdrni
tipravy. Potom mnoZina 7ddki {AL, A2, ... AT} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyz
mnoZina vddki {BL, B2,..., B™} je linedrné nezdvisld.

Dikaz. (1) Necht doslo k pficten{ c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde i # j.
Tedy, B! = Al + cAL a B¥ = A¥ pro k # i.

Piedpokladejme, ze {Al, A2 ...  A™} je linedrné nezévisla. Bud'te cy,...,¢,, € P

takové, ze clBg + - 4 B = 0,. Pak
0o =c1Bl+ - 4 ¢, B™ =
:clAcl)—i—---—l—ci(Aé—|—cAg)—|—---—l—chg+...—|—cmAT:
=cl AL+ G ALt (e Fec) AL+ L+ e AT
Z linearni nezavislosti mnoziny {AL, A2 ..., A™} vyplyva, Ze viechny koeficienty po-
sledni linearni kombinace jsou nulové, tj. ¢ = --- =¢;=---=cci+c¢j=---= ¢, = 0.
Z toho dostaneme, Ze i ¢; = 0, a mnozina {Bl, B2,..., B™} je linedrné nezavisl4.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A™ vzniknou
z fadkt BL, B2, ..., B™ inverzni tipravou, kterd je stejného typu.

(2) Necht doslo k pri¢teni c-ndsobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = A —i—cA? a BF = AF pro | # i. Tedy BY =
(A5 . AbgeAb A A).

Piedpokladejme, ze {Al, A2 ...  A™} je linedrné nezavisla. Bud'te cy,...,c,, € P
takové, ze c1 Bl + -+ + ¢, BT = 0,. Takze

Bl + ot B =

= (XpaAl .. chk(Af—l—cA;?) chkAf o Y aAR) =
:(chkA’f chkquLcchkA? chkA;? chkAfl):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme

Seud == St = Causs == Yot =0
k k k

k
Pak

(CeceAl oAl o Yadl) =D e (AF AF L Ak) =
k

ZZCkAlcf:ClAi-i-"'-chA?:Uo
k
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a z linedrni nezavislosti mnoziny {Al, A2,..., A™} dostaneme ¢; = c3 = --- = ¢, = 0.
Mnozina {B!, B2,..., B} je tedy linedrné nezavisla.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky AL, A2, ..., A™ vzniknou
z fadkt Bl, B2, ..., B™ inverzni tipravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni dpravy je dukaz obdobny a ponechdme ho jako cviceni. ([l

Dausledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni koneéné mnoha elementdrnich iprav neméni hodnost.

(3) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdrnimi maticemi zleva neméni hodnost.

(4) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.

(5) Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych rddku ekvivalentni matice ve schodovitém
tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych Tadki (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickém tvaru.

(8) Mazimdalni pocet prvki linedrné nezdvisljch mnozin sloupki matice je roven ma-
ximdlnimu poctu proku linedrné nezdvislych mnozin jejich rdadku, tj. hodnosti matice.
(9) rank A =rank AT,

Piiklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=1|1 2 3
1 0 1
01 2 1 01 1 01 1 01
A=11 2 3| ~[1 2 3] ~|0 2 2] ~{0 2 2
1 01 01 2 01 2 0 0 1
Takze rank A = 3. O
Piiklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=11 2 3
2 10
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=(1 2 3| ~(2 1 0] ~|0 -3 —6]~|0 -3 —6
2 10 01 2 o 1 2 0 0 0
Takze rank A = 2. d

Definice 1.5.3. Ctvercovd matice je reguldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poctu
jejich rddku (tedy mnozina vSech jejich Ffadku je linedrné nezavisld). Ctvercovd matice
je singuldrni, jestlize neni regularni.

Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou reguldrni.
(2) Vsechny elementérni matice jsou reguldrni.
(3) VsSechny ¢tvercové matice s aspon jednim nulovym fadkem jsou singuldrni. O
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Tvrzeni 1.5.4. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyz je radkové ekvivalentni s jednot-
kovou matict.

Dukaz. Cviceni. |

Dausledek. (1) Matice je invertibilnd prdavé tehdy, kdyz je reguldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementarnich matic.
(3) Soucin reguldrnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni requldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni reguldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 1.5.5. Bud'te A, B ¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
guldrni pravé tehdy, kdyz matice AB je requldrni.

Dukaz. ,,=* Tato implikace je souéasti predchoziho Dusledku.

»<=" Dokazeme, ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singuldrni.
Necht A je singuldrni. Ekvivalentni matice S = Qj---Q14, kde Q1,...,Q} jsou ele-
mentarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy fddek. Potom matice SB m4a také
nulovy tadek, je tedy singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Qfl e Q;SB ,
kterd ma stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singulédrni je dikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. O

Tvrzeni 1.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n x p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Dukaz. Matici A prevedeme pomoci fadkovych elementarnich dprav na schodovity tvar
Sa = Qr---Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich Uprav na
tvar Sp = BP - - - P takovy, ze S]_-'; je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rank Ql_l - 'QElSASBPl_l e Pl_1 = rank S45p, pricemz matice
S4Sp mé miniméalné tolik nulovych Fadku, kolik jich ma matice S4, a miniméalné to-
lik nulovych sloupkt, kolik jich mé matice Sp. Tedy rank S4Sp < rankS4 = rank A
a rank S45p < rank Sg = rank B. O

Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)? O



26

Matice



Determinant 27

2. DETERMINANT

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud M koneéné mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pii permutaci o se
Casto znaci op,.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, pfi niz se vzdjemné vymeéni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 2.1.1. Kazdd permutace je sloZenim koneéné mnoha transpozic.

Necht I, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, znac¢ime S,,. Per-
mutaci ¢ € S,, muzeme zapisovat jako uspofadanou n-tici obrazu prvku mnoziny I,
tedy o0 = (01,09,...,0p).

Definice 2.1.3. Bud o € S,. Necht i,j € I,, jsou takové, ze i < j a 0; > 0. Pak
dvojice (0, 04) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o znaéime invo. Je ziejmé, ze inveo = invo L

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"° Permu-
tace s sgno =1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.

Jelikoz inveo = invo ™!, sgno = sgno~ L

Tvrzeni 2.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(m o p) = sgn -sgn p.

Cviceni. Ukazte, ze kazdd transpozice je lichd permutace. O

Vice o permutacich 1ze najit napiiklad v [?, 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty nékterych typa matic

Definice 2.2.1. Bud A matice typu n x n nad polem P. Determinant matice A je
det A = Z sgno- Ay A2 - AL € P.
oESy

Cislo n je 7dd determinantu.

Pro determinant matice A se pouziva znaceni
1 1 1 1 g4l 1
Al A2 ... An Al A2 .. A

A2 A2 ... A2 A2 A2 ... A2
det A = |A| = det ! .2 i ! .2

AP AR L. AT AT Ap L AR

Diky tomu, ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, muzeme ji chdpat
jako zobrazeni z mnoziny vsech fddkovych indext do mnoziny vsech sloupkovych indexu
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matice A. Ke kazdému radku je tedy vzdjemné jednoznacéné piifazen sloupek a v kazdém
soucinu A},l -AC2,2 -+ A7 je tedy prave jeden prvek z kazdého fddku a pravé jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet vsech takovychto souc¢inu (pro
vSechny permutace o na mnoziné I,,) opatienych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Piiklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I; = {1}, S; = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = ( ) je det A = sgnid - Ald =1-4Al =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, Ir = {1,2}, Sy = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz zapis
permutace na I,,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

A=)

jedet A =sgnid-Ajy A% +sgnr-A} A2 =1-A]A3+(—1)- AYA? = ad—be. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druhého fadu je mozno odvodit z néasledujiciho obrazku:

S S

Al A
| = Al - aa
A4

(3) Necht n = 3. Tedy, I3 ={1,2,3}, 5’3 = {id, 01,09, 71,72, 73}, kde id = (1,2, 3), 01 =

(2,3,1), 00 =(3,1,2), 1 = (1,3, 2) =(3,2,1), 3 = (2,1,3) (viz zdpis permutace na
I,), sgnid =sgno; = sgnag =1la sgnﬁ =sgn 7 = sgn7y = —1. Pro matici
a b ¢
A=|d e f
g h i
je

det A = sgnid-Aly, A}y Ay, +sgnor - Ay ()AY (9 AS 5+
+ sgnoy - Aa2(1)A02(2)A02( 5) +sgny A1 (1)A2 2 )A31(3)+
TsenTe s A, ) A7) AL ) 88T - Ar ) A7 ) ATy ) =
=1-AlAZA5 +1-ALAZA3 1. ALAZ A3+
(1) ALARAS + (<1) - AJABAT + (—1) - ABATAS —
=aei+bfg+ cdh — afh — ceg — bdi.



Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zaddné takové pravidlo neexistuje):

5

A
1
Al

A

(4) Necht n = 4. Na ¢tyiprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu
determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zpusoby vypoctu

determinantu.

1
AZ
7
¥

N/

N
ZA
1
A;
N

N\
2
AQ

4
A3
4
A3

\ N\ 4
3 3
A2 AS

Ay

A3

Determinant

ALAZAS + ASAZAS + ALA2 A3

CAVAZAS - ALAZAD — ALA2A3

Cviceni. Spoctéte determinanty matic
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Tvrzeni 2.2.1. Determinant matice s nulovym rdadkem nebo nuloviym sloupkem je roven
nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € 5, je v soucinu A},l Agz -+ Ay préave jeden prvek z kazdého, tedy i nulového fddku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto kazdy takovy soucin je
roven nule. ]

Lemma 2.2.2. Pro matice lisici se pouze v jednom tdadku plati

Al Al Al Al AL A

AT A ATt At ATt A

©o... A |+| B ... B |=|A+B ... A +B.

AT LAY At AR At A

A ... AT A .. AT Ar .. AR
Dikaz. Cviceni. ]
Priklad.

123 |1 23 [123 123

1 0 0/+[0 1 0[+]0 0 1|=3+(-6)+3=0=|1 1 1. O

456 |45 6 456 45 6

Definice 2.2.2. Ctvercovd matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo
v (hornim resp. dolnim) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagondlou
ma jen nuly, tedy A;- =0 prot > j resp. proi < j.

Kazda ¢tvercovd matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojihelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢étvercovou matici 1ze pomoci fadkovych elementarnich tprav prevést
na trojihelnikovy tvar.

Tvrzeni 2.2.3. Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvki na dia-
gondle.

Diikaz. Bud A horni trojihelnikové matice typu n x n. Bud ¢ permutace na mnoziné
I,,. Jestlize pro néjaké i € I, plati o; < i, pak Agi je pod diagondlou, tedy Af,i =0
a také sgno - Aél e Affi -+ Ay = 0. Jedind permutace o takovd, ze o; > i pro kazdé i,
je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = A1 A3 ... A",

Pro dolni trojihelnikové matice je dukaz analogicky. O

Dasledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki na
diagondle.

(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu proku na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.
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Piiklad.
1111 1 0 00 1.0 00
0 2 2 2 1 2 00 0200
0033 |1 230 |00 360 =24 -
0 0 0 4 1 2 3 4 00 0 4

Determinanty elementdrnich matic jsou nenulové.

Piiklad. (1) E%(c) je trojihelnikovd matice a na diagondle m4 jen jednicky, proto
det E%I(c) = 1.

(2) E(c) je diagonalni matice a na diagonale m4 jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém iddku a v kazdém sloupku matice E%/ je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

(E™)L,...,(E")" rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspoi jeden z téchto prvka
nulovy. Diky tvaru E%/ je T transpozice, takze sgn T = —1. Proto
det ™ = (—1) - (E")L .- (E")? = —1. O

Tvrzeni 2.2.4. Pro kazdou étvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v sou¢inu A7'... A7"... AJ» muzeme uspoiddat podle vzrustajiciho
fadkového indexu Al , ... A _, ... A", protoze o, -ty ¢initel v puvodnim souéinu
’ i
g g On

1 i
o 1

je Agi’g = Ai,l. Potom

det AT = > sgno- (A1)} ... (AT)i ... (AT)2 =
O'ESTL
= Z sgno - AT VAT VAT = (preuspoiadéni)
O‘ES’n
= Z sgno - Ail_l "‘Aijl ...Ag_l = (sgno~! =sgno)
oESH

= Sgno'_l‘Alfl...Azfl...Anfl:
Z o] o; on

O'ESTL
=det A,

protoze kdyz o projde viechny prvky S, tak o' také. g

Tvrzeni 2.2.5. Determinant matice, kterd md bud dva 7ddky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

Dukaz. Bud’ A matice typu n X n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-ty (i # j), tedy
Al = Al pro kazdé k € {1,2,...,n}.

Bud 7;; € S, transpozice vyménujici i, j, €ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € S, oznacme 0’ = o o 7i;. Pak sgn o’ =sgno -sgn Tij = —sgno a clen determinantu
odpovidajici permutaci o’ je

FOAL, AR, AT A, =
sgno 140_/1 AO'; Ao_; AU% =

:_SgnU'Azln"'Afrj"‘Agr,-“'Agn: (AL = AL a Al =A')

0 0 g T
1 i i n
——SglIO'*AUl”'AUi'”AO.j"'Agn,
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a je tedy opa¢ny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.
Mnozinu Sy, jez mé sudy pocet prvku, muzeme rozlozit na podmnoziny {o, o'}, které
jsou dvouprvkové, protoze o’ # o a ¢ = o (ovérte), a kazda z nich prispiva k determi-

nantu nulou. Takze det A = 0.

Kdyz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni.

2.2.2. Elementarni upravy

g

Tvrzeni 2.2.6. (1) Pric¢tenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému radku,
resp. sloupku se determinant nezmént, ¢ili

Al

At

A3

’i + CA{ Aé + cA%

Ay

Al cAl,

Al

n

An

n

PTi zdpisu § pouZitim elementdrnich matic

det(E™ (c) - A) = det(A - E™(c)) = det A.

Al 4 Ay
Ay Ay Al
At Ay Aq

(2) Vyndsobenim jednoho rddku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi prv-

kem c, cili
Ap A
cAl cA}
Al Ay

Al
cAl

n

A’I’L

n

A

pTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic

det(E'(c) - A) = det(A - E'(c)) = cdet A.

Al

(8) Vzajemnou viménou dvou rddku, nebo dvou sloupki determinant zméni znaménko,

cili
Al A
A) /;%
A A
A7 A:§L

Al

Al

ATL

n

Al

PTi zdpisu § pouZitim elementdrnich matic

det(E™ - A) = det(A - EY) = — det A.

Al

Diikaz. Uvedeme pouze ditkaz pro fadkové upravy,

Bud'te A ¢tvercovd matice a B upravend matice.

pro sloupkové je analogicky.
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(1) Necht B vznikne z A piictenim c-ndsobku j-tého rddku k i-tému fadku, cili
B! = Al + cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= Y sgno-B} ...B, ...Bj ...B} =
O’GSn
= sgno- AL (AL +cAl) . ALLLATL =
gESy
= sgno- AL ALLALLAD +
O'GS’VL
+c Zsgna-Ai.l...Af;i...Af,j...A?n =
O'GSn

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=detA+c-0=det A.

(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého faddku prvkem c, ¢ili B: = cA? a ostatni
fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= > sgno-B} ...Bi ...B} =
O’GSn
= Z sgn o A[l,1 cAf,i A =
gESy
=c Z sgno A}Tl Afn Ay =
O'GSn
=cdet A

3) Necht’ B vznikne z A vzdjemnou vyménou i-tého fadku a j-tého Fadku, ¢ili B! =
A%, B) = A a ostatn{ fddky matice B jsou stejné jako faddky matice A. Bud 7;; € S,

transpozice vyménujici ¢, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S,, oznacme
o' = oorjj. Pak o] = 0j, 0% = 0;a0), = o prok #i,jasgno’ =sgno-sgnr; = —sgno.
Potom
detB= Y sgno-B} ...B, ...Bj ...B} =
O’GSn
= Z sgno- AL .. AL L Ai,j AL = (komutativita soucinu)
gESy
=Y sgno- AL AL LALLLAD =
O'GSn
= Z sgna-A(lj,/l...Ag;...A(];,_...AZ;1 = (sgno’ = —sgno)
c€Sh !
. . .
=-> sgn o’ Ag o Ag A LAY =
gESy
= —det A,
protoze kdyz o projde vSechny prvky S,, tak o’ také. O
Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? O
Cviceni. Nechf A je matice typu n x n takovd, ze AT = —A (takova matice se nazjyva

antisymetrickad). Ukazte, ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. O
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Priiklad.
11 11 11 11 11 11 11 11
022 2 |02 22 |02 22 |24414
003 3 0033 3366 (3366
0 0 0 4 4 4 4 8 4 4 4 8 4 4 4 8
11 11 4 4 4 4 11 11 11 1 1 111 1
4.0222_0222_0888_0222_0222
0033 0033 0033 |00 12 12( |00 3 3
0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 16
11 11 00 0 4 0 0 0 4
0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 3 3
0033~V 0033 o222 =
0 0 0 4 11 11 11 11
Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det @ - det A.
Dukaz. (1) det(Ei’j (c)A) =det A=1-det A= det E%(c) - det A.

(2) det(E*(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.

(3) det(E"7A) = (—1) - det A = det E*J - det A. O
Cviceni. Dokazte, ze det E»J = —1 s vyuzitim pfedchoziho diisledku a toho, ze vzdjemna
vyména dvou Ffadku je slozenim kone¢né mnoha radkovych elementarnich tiprav ostatnich
druh. O

Tvrzeni 2.2.7. Matice je requldrni prave tehdy, kdyz md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A reguldrni matice. Podle Dusledku Tvrzenf 1.5.4 A = Q1Q2 - - Qg, kde
Q1,Q2, - .., Q jsou elementarni matice. Potom diky Dusledku Tvrzeni 2.2.6

det A = det(Q1Q2 e Qk) =det Q) - det(QQ cee Qk) =...=
=det Q1 - det Q2 - - - det Q.
A souéin nenulovych determinanti elementdrnich matic neni roven nule, viz kapitola 6.
Necht det A # 0. Pomoci fddkovych elementdrnich tiprav prevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Qi --- Q1 A4, kde Q1, ..., Qg jsou piislusné elementarni matice. Potom
opét diky Dusledku Tvrzeni 2.2.6 a diky tomu, Ze soucin nenulovych prvka pole je
nenulovy,

det B=det(Qy - Q1A) = det Qr det(Qg—1---Q1A) =--- =
=det Qrdet Qp_1---det Q1 det A # 0.
Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jeji determinant je tedy soucinem prvku na di-

agonale, na diagondle neni zadna nula, opét viz kapitola 6. To znamend, ze B nema
nulovy tadek, je tedy regularni a A také. U

Dusledek. Matice je requldrni prdvé tehdy, kdyz md nenulovy determinant, a to md
prdvé tehdy, kdyzZ je invertibilni, a to je prdvé tehdy, kdyzZ je ekvivalentni jednotkové
matici.

Tvrzeni 2.2.8 (Cauchyho véta). Bud'te A, B étvercové matice stejného typu. Pak
det AB = det A - det B.
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Dukaz. (1) Je-li A regularni, tedy soucin Q1Q2 - - - Q elementarnich matic, pak

det AB =det(Q1---QxB) =det Qq - det(Q2---QpB) =--- =
=det Q1 det Q2 - --det Q. det B = det(Q1Q2 - - Q) det B =
= det Adet B.

(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni 1.5.5 je AB také singularni a tedy
det AB=0=det A=det A-detB. O

Cviéeni. Pro reguldrni matici A plati det A=! = 1/ det A. O

Lemma 2.2.9. KaZdd ¢tvercovd matice je ekvivalentni matici v trojuhelnikovém tvaru,
jejiz determinant je roven determinantu puvodni matice.

Diikaz. Na prevedeni matice na trojihelnikovy tvar sta¢i pouze dva typy elementarnich
Uprav, pricteni nasobku jednoho fadku, nebo sloupku k jinému tadku, resp. sloupku,
coz neméni determinant, a vzajemnd vyména dvou fadku, nebo dvou sloupki, ¢imz se
zméni jen znaménko determinantu.

Pokud pii takovém prevedeni matice na trojihelnikovy tvar pouzijeme sudy pocet
vymén fadka, nebo sloupku, determinant ziskané matice v trojuhelnikovém tvaru je
roven determinantu puvodni matice. Pokud pouzijeme lichy pocet takovych vymén,
vynasobime jeden fadek ziskané matice prvkem —1 a determinant této nové matice
v trojuhelnikovém tvaru je roven determinantu puvodni matice. 0

Lemma 2.2.10.

Al ... AL AL, . AL

: : : : Al Lo AL AREL L AR
Ak AR A%ﬁ 12’; . SR "

0 ... 0 Ay ... At 1 1 1 1

' ' : : Ab o AR AR, ... AR
0 ... 0 Ar, ... A»

Determinant matice A v predchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Struéné ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadrit zédpisem

A X
Rt
Piiklad.
2 3 45
2 30
0230 2 3
01 2 ol =2 é ? 0_2-’1 2‘-8_2-1-8—16
06 7 8
2 1 3 4 2 1 3 4
001 2 123 4 2 1] |1 2
1234~V 01 2 :(_”"1 2H3 4’:(_1)'3'(_2):65
003 4 003 4
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2.2.3. Laplacetv rozvoj

Definice 2.2.3. Bud A matice typu n x n. Determinant iadu n— 1 matice vzniklé z A
vynechdnim jednoho fadku a jednoho sloupku je minor. Pii vynechani i-tého Fadku
a j-tého sloupku piislusny minor oznacujeme

A5
Kofaktor (nebo algebraicky doplnék) prvku A;'» je

Al = (—1)I AL

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku A; je (—1)iJ-nisobek determinantu ma-
tice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupku.

Piiklad. Méjme

a c
A=|d e f
g h i
Potom
11 e f 71 d f *1_d e *3_@ b
Al_hz” _‘gi’ 3_’9 h|’ ’ A3_d el’
A e - d
A== 7). A= ey —— | 1),
A d e A a b
1 _ 1+3 51 3 _ 343 713
Az =(—1)""A 'g o Ag = (—1)°"" A3 d el O

Tvrzeni 2.2.11 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Bud A matice typu n X n.
Pro kazdé i € {1,...,n} plati
det A = AJA} + AQAL + - + AL AL =) ALAL =
j=1

= AJA} + AJAT + -+ APAY =) ALAL
j=1
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Dikaz.
AL Ajl;l Ajl- A;H oo AL
det A=|A ... Aé-_l A; Aé-_H S AL = (Lemma 2.2.2)
Ay A AT AT Al
AL AL, Al Al oAl
n | : : : :
=> 10 ... 0 A 0 .. 0=
Jj=1] : : : :
Ay .o AR AT AR A7
AL AL, Al Al oAl
. . . ) .
=> A0 0 1 0 0
Jj=1 : : :
AT . A7, A7 AR, Al
Ukazme, ze
AL AL Al Al oAl
0 0o 1 0 0|=Al
Av oo AT AT AT, L AR
Vyménujme -ty fadek (0 ... 001 0 ... O) s predchozimi fadky tak dlouho, az
bude prvnim fadkem; k tomu je potieba i — 1 vymén. Poté vyménujme j-ty slou-
4 . T
pek (1 AL ATt A?) s predchozimi sloupky tak dlouho, a# bude

prvnim sloupkem; k tomu je potreba j — 1 vymén. Takto vznikly determinant je tedy
nutné vynasobit éfslem (—1)~1(—1)/~! = (—1)"*J a navic, viz Lemma 2.2.10, se roz-
padd na subdeterminapty det(1) a A%. Protodet A = >0 A%-(—1)" AL =370 | ALA!
a mame rozvoj podle i-tého fadku.

Rozvoj podle i-tého sloupku ziskame analogicky. O

Definice 2.2.4. Vztah v Laplaceové vété je Laplacetiv rozvoj podle i-tého Tadku resp.
podle i-tého sloupku.

Priklad.

O = O N
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2.3. Adjungovana matice

Definice 2.3.1. Bud A &tvercova matice. Oznacme A matici kofaktoril /1; Matice

AT je matice adjungovand k matici A a znaéf se adj A. Tedy,
adj A = AT,

Piiklad. Méjme

A:<g g).

Potom
~ T
Al Al d —c T d —b
AT 2 _ _
adjA=A ( % A%> —< b a) —( c a)' d

Tvrzeni 2.3.1. Pro libovolnou ctvercovou matici A
detA-E=A-adjA=adjA- A.

Je-li A reguldrni matice, pak

_ 1 :
A lzdetAad‘]A’

Diikaz. V i-tém tadku a j-tém sloupku matice A - adj A je
(A-adj A)j ZAZ (AT) ZA’AJ

Pro ¢ = j podle Laplaceovy véty
(A-adjA): ZAZ i = det A.

Je-li i # j, bud B matice, kterd z A vznikne tim, Ze j-ty fddek nahradime i-tym
fadkem. Potom

(A-adj A)j Z ALAT = (B se lisf od A jen v j-tém Fadku)
= Z BB = (Bj, = B})
= Z BiB‘j = (podle Laplaceovy véty)
=det B = (B mé dva stejné radky)
=0.

Matice A - adj A je tedy diagondlni a vSechny prvky na diagondle jsou rovny det A, ¢ili
A-adjA=detA-E.

Rovnost adj A - A = det A - E dostaneme analogicky.
Je-li A regularni, pak det A # 0, takze jim mtzeme délit a s pouzitim Tvrzeni 1.4.3
dostaneme uvedeny vztah. O
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Piiklad. Méjme regularni matici

-(2)

|
[GURNTEN
|
— Do
N—
Il
/_l\
I DO
|
N[ =
N——
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3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

3.1. Soustavy linearnich rovnic a jejich reSeni

Definice 3.1.1. Bud'te n € N, P pole, a1, as,...,a,,b € P, z', 22 ... 2" ¢ P. Potom
a1zt + asx® + - +apz” =b

je linedrni rovnice nad polem P o n nezndmiyjch z',2?%,. .., 2" (nejsou to mocniny, jen
horni indexy). Prvky aj, a9, ...,a,,b € P jsou koeficienty.

Uvedenou linedrni rovnici muzeme zapsat

n

o —
E a;jr’ =b.
j=1

Definice 3.1.2. Resend rovnice
a1zt + asx® + - +apz” =b
je kazd4 usporadand n-tice (£1,€2,...,&") prvkii pole P takovd, ze plati rovnost

€ +az® -+ " = b,

P#i hledéni feseni rovnice tedy hleddme prvky &%, €2,...,€" pole P takové, ze po
dosazeni &' za z' pro kazdé i € {1,2,...,n} se z rovnice stane rovnost.

Piiklad. Necht P je pole redlnych ¢isel R.

1-2'4+2-2240-2344-2* =6

je linedrni rovnice o ¢tyfech nezndmych x!, 22, 23, 2% Regenf této rovnice jsou napiiklad

(6,0,1,0), (2,2,7,0), (—4,3,0,1), ale nejsou to zdaleka vSechna feseni. O

Tvrzeni 3.1.1. Bud ax = b linedrni rovnice nad polem P o jedné nezndmé x.
(1) Pokud a # 0, potom ax = b md prdvé jedno vesend, a to & = ba~%
(2) Pokud a =0 ab# 0, potom ax = b nemd tesent.
(8) Pokud a =b =0, potom kazdy prvek pole P je tesenim ax = b.
Diikaz. (1) Dosadime-li ¢ = ba~! za z, dostaneme a& = aba~! = b, takze & je feseni.
Na druhou stranu, je-li £ néjaké feseni, tedy a& = b, pak £ = ¢ -1 = £(aa™?t) =
(€a)a™ = (a€)a~! = ba~L. Cili kazdé Feseni je rovno ba~' a je tedy jediné.
(2) a (3) Vyplyvéa z toho, ze 0 - x = 0 pro kazdé = € P, viz kapitola 6. O

Piiklad. Rovnice 3z = 6 nad polem redlnych éisel mé jediné feseni 6 - 371 = 2. O

Definice 3.1.3. Bud'te m,n,i,j € N, i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}, P pole, pro
kazdé i, j necht a}, b’ € P, xl 2% ... 2" ¢ P. Potom

ajx' +adx® + - +ala" = b

azt + a3z + - 4 ala" = b

al'zt +af'a® + -+ ala™ ="

je soustava m linedrnich rovnic nad polem P o n nezndmych z',... ™
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Uvedenou soustavu linedrnich rovnic muzeme zapsat

n

al al al bt zl
a3 a3 a? b? x?
A= , b= , =1 .|,
m m m m n
al® ay ap b x

muzeme soustavu linedrnich rovnic psat jako rovnici

Ax = b.

Definice 3.1.4. Matice A = (aé)mxn je matice soustavy, b = (b'),x1 je sloupek

pravijch stran, r = (2%),x1 je sloupek nezndmyjch. Matice

al ol ... al b
2 2 2 2
_ ai a3 ... a; b
A=
al* a3yt ... ayt b

je rozsitend matice soustavy. A se nékdy znaci (A |b) nebo (aé- | 5%).

Definice 3.1.5. Reseni soustavy
aiz' +aye? + - Fala™ =0

ajrt + a3z’ + - +aiz" =b?

al'z' + af'a® + -+ alla" = b7
m linedrnich rovnic nad polem P o n nezndmych je kazdd uspofddand n-tice £ =
(€1,€2, ..., &) prvkil pole P takovd, ze pro kazdé i € {1,...,m} plat{ rovnost

ai€' +as® + o+ apg" =1,
nebo pfi maticovém zapisu je to sloupkova matice £ = (§ Loe 5”)T takova, ze
plati rovnost

A =b.

Souc¢in Az si muzeme rozepsat

al al L z! alz! +adx® 4+ 4+ alz”
a3 a3 ... ad 2 afr! + adx? + -+ a2a”
A.:U == . = —
m m m n m .1 m,.2 n
ay’  ay an z a1’ Fagx”+ -t ayT
aj a; a,
2 2 2
a a a
1 2 n
=g! o+ 22 . + 42" =
m m m
ay ay an

=zl A+ 2% A3+ -+ 2" AD
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a soustavu Az = b pak muZeme prepsat

srA) + 22 AS 4 - 2" AS =D
Tedy, soustava linedarnich rovnic Ax = b mé feSeni pravé tehdy, kdyz existuje linearni
kombinace sloupki matice A, ktera je rovna sloupku pravych stran b. Koeficienty ta-
kovych linearnich kombinaci tvoti jednotliva feSeni soustavy.

Jestlize soustava linedrnich rovnic mé néjaké feSeni, tj. sloupek pravych stran je
néjakou linedrni kombinaci sloupkt matice soustavy, potom hodnost rozsifené matice
soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestlize soustava nemé feSeni, tj. sloupek
pravych stran nenf linearni kombinaci sloupku matice soustavy, potom hodnost rozsirené
matice soustavy je o 1 vétsi nez hodnost matice soustavy.

Mnozina vSech feseni soustavy linearnich rovnic je prunik mnozin vSech feSeni jed-
notlivych rovnic soustavy.

Piiklad. (1) Resenf linedrni rovnice
arzt + a2x2 =b

s redlnymi koeficienty o dvou neznamych z!, 22 jsou uspoiddané dvojice (¢!, £2) redlnych
Cisel takové, ze po jejich dosazeni do rovnice za neznamé dostaneme rovnost. Mnozina
vSech FeSeni takové rovnice je tedy
{(€1.€%) e R? |ar€" + aze? = b}

a bereme-li uspotfadané dvojice jako body v roviné, tato mnozina je

e prazdn4, tj. rovnice nema feSeni — pokud a; = as =0 a b # 0;

e pifmka, tj. rovnice mé nekoneéné mnoho feSeni — pokud aspon jeden z koeficientu

a1, as je nenulovy;

e celd rovina, tj. rovnice mé nekoneéné mnoho feseni — pokud a; = as =b = 0.
Je-li to piimka prochézejici dvéma body u = (u1,u2),v = (vi,v2) a oznacime-li w =
u — v, muzeme ji zapsat také parametricky

{u+twl|t € R} = {(u1,u2) + t(wi,ws2) |t € R} =
= {(u1 + twy, uz + twse) | t € R}.

(2) Mnozina vSech Feseni soustavy linedarnich rovnic o dvou nezndmych je priunik mnozin
vSech FeSeni jednotlivych rovnic. Takovd mnozina je tedy

e prizdni — pokud bud aspoii jedna rovnice nem4 feSeni, nebo mnoziny vsech feseni
dvou rovnic jsou rovnobézné piimky, nebo mnoziny vSech feSeni tii rovnic jsou
piimky s prazdnym prinikem:;

e jednoprvkovd — pokud mnoziny vSech feSeni dvou rovnic jsou piimky s jednoprv-
kovym prunikem, jehoz prvek je fesenim i vS8ech ostatnich rovnic soustavy;

e pitmka — pokud to neni celd rovina a vSechny mnoziny vSech feSeni jednotlivych
rovnic ruzné od celé roviny jsou tataz primka, tedy vSechny rovnice jsou nasobky
jedné z nich;

e celd rovina — pokud v8echny rovnice maji vSechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy a® = a%, = b* = 0 pro kazdé i.

(3) Resen{ linedrni rovnice o tfech neznamych jsou uspofddané trojice, po jejichz do-
sazeni do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li usporadané trojice jako body v troj-
rozmérném prostoru, mnozina vSech reseni je

e prazdnd — pokud a1 =as = a3 =0 a b # 0;

e rovina — pokud aspon jeden z koeficienti a1, as, ag je nenulovy;

e cely trojrozmérny prostor — pokud a; = as = a3 =b=0.

A také rovinu v prostoru muzeme vyjadiit parametricky.
(4) Mnozina v8ech feSeni soustavy linedrnich rovnic o tfech nezndmych muze byt
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prazdna;

jednoprvkova;

pifmka;

rovina;

cely trojrozmérny prostor.

(5) Resenf linedrni rovnice o n neznidmych jsou uspofddané n-tice a mnozina viech
feSeni je

e prazdna;

e .(n — 1)-rozmérnd rovina“, nazyva se nadrovina v n-rozmérném prostoru,

e cely n-rozmérny prostor.
Mnozina vsech fFeSeni soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych je tedy piipadné priunik
nadrovin v n-rozmérném prostoru. ]

Piiklad. (1) Soustava
sl 222 — 22 =1

—at+ 2?42t =1

20t — 224+ =1
mé pravé jedno feseni, (0,5,0,5,0,5), tj. & = €2 = €3 = 0,5. Mnozina vsech feSeni je
{(0,5,0,5,0,5)}.
(2) Mgjme soustavu

r—y=1,

tedy jednu rovnici o dvou neznamych x,y. Kazdd usporddana dvojice (¢,¢t — 1), kde ¢
je libovolné redlné &islo, je FeSeni soustavy, tj. €1 = t, €2 =t — 1 pro libovolné t € R.
Soustava mé tedy nekoneéné mnoho feSeni a mnozina vsech feseni je {(t,t — 1) |t € R}.
(3) Soustava

=0
r=1
nemd zadné feseni, mnozina vsech feseni je tedy prazdnd mnozina (). ([l

3.2. Gaussova eliminac¢ni metoda a obecné reSeni

Resit soustavu linedrnich rovnic, tj. hledat mnozinu viech jejich feseni, je mozné tak,
Ze soustavu upravime na takovy tvar, ze kterého vSechna feseni vycteme. Je ovSem nutné
pouzivat pouze takové upravy, po jejichz provedeni mnozina vSech feSeni nové soustavy
je stejnd jako mnozina v8ech feSeni puvodni soustavy.

Definice 3.2.1. Ekvivalentni uprava soustavy linedrnich rovnic je uprava, jejiz pro-
vedenim vznikne soustava linearnich rovnic s mnozinou vSech feseni rovnou mnoziné
vSech feseni puvodni soustavy.

Soustavy linearnich rovnic, jejichz mnoziny vSech feSeni se vzdjemné rovnaji, jsou
ekvivalentnd.

Definice 3.2.2. Elementdrni upravy soustavy linedrnich rovnic jsou
(i) pricteni ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vyndsobeni jedné rovnice nenulovym prvkem pole,
(iii) vzdjemna vymeéna dvou rovnic.
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Ke kazdé elementarni dpravé soustavy existuje elementarni uprava (stejného typu),
ktera soustavu pievede do puvodniho stavu.

Je ztejmé, ze provedeni radkové elementarni upravy rozsitené matice soustavy je totéz
co provedeni obdobné elementarni tpravy soustavy.

Podle nasledujiciho tvrzeni elementarni tpravy jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 3.2.1. Elementdrni dpravy soustavy linedrnich rovnic jsou ekvivalentni.

Diikaz. Méjme soustavu linedrnich rovnic o n nezndmych x',22%,...,2" a bud ¢ =
(61,62, ..., €M) jeji teseni, tj. pro kazdé i plati rovnost

ai€’ +as® + o+ apg" = b
Zvolme si jednu elementdrni upravu, pficteni c-nasobku j-té rovnice k i-té rovnici,

kde i # j (pro zbylé dveé tpravy je dukaz analogicky). Po této tipravé dostaneme novou
soustavu, kterd se od té puvodni lisi jen v i-té rovnici, ta v nové soustavé je

(a} + cal)zt + -+ (a, + cal)z™ = b + b
Je ziejmé, zZe £ je FeSenim i této nové soustavy, protoze je feSenim nové i-té rovnice
(af +caf)€! + -+ (g, + cal )§" =
= (af€! + o an") +e(ale! + oo+ alg") =
=b 4’

i vSech ostatnich, nezménénych rovnic soustavy. To znamend, ze kazdé feSeni puvodni
soustavy je feSenim i upravené soustavy.

Pfi maticovém zapisu muzeme tvrzeni dokdzat s vyuzitim toho, ze radkova ele-
mentarni tprava matice je totéz co vynasobeni elementarni matici zleva. Upravou sou-
stavy Az = b dostaneme soustavu QAx = Qb. Jestlize & je feSenim puvodni soustavy,
tedy A€ = b, potom QAL = Qb a £ je feSenim i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, Ze upravenou soustavu muzeme pirevést na tu puvodni opét pomoci
jedné z elementarnich tprav, kazdé feSeni upravené soustavy je také reSenim puvodni
soustavy. Celkové tedy mnozina v8ech feSeni upravené soustavy je rovna mnoziné vSech
feSeni puvodni soustavy. O

Tvary soustavy linearnich rovnic, ze kterych lze snadno vyc¢ist vSechna feseni soustavy,
jsou ty, jejichz rozsitené matice jsou ve schodovitém a jesté 1épe v Gaussové-Jordanové
tvaru.

Gaussova eliminaéni metoda. Radkovymi elementdrnimi ipravami upravme rozsi-
fenou matici soustavy na Gaussuv—Jordanuv tvar (stacil by i schodovity). Je zfejmé,
ze pocet nenulovych fadku prislusné upravené matice soustavy neni vétsi nez pocet
neznamych, ¢ili pocet sloupku matice soustavy. Jestlize upravend rozsifend matice sou-
stavy ma vice (o jeden) nenulovych fddku nez piislusna matice soustavy, soustava (upra-
vend i puvodni) nemd Feseni. Jestlize po¢ty nenulovych fadku upravené rozsirené matice
soustavy i pfislusné matice soustavy se rovnaji r (r < n), tj. rozsifend matice soustavy
a matice soustavy maji stejné hodnosti, pfislusnd soustava rovnic (uvadime jen ty ne-
nulové) je

e 0+ 40 +ckr+1xkr+1+...+ cla™ = q
.Tkr_l—“""i‘ 0 +C7];T_i1xk’r+1+"'+CZ_1$n:dr_1

b e gt 4 =
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7 posledni rovnice miizeme pomoci zF 1 ... 2" vyjadiit
kr _ gr r kr+1 r.n
2 =d" —cp T = —cpa
7 piedposledni rovnice mizeme pomoci zFr—1F1 gkl gkl an yyiadiit
kr—1 _ gr—1 _ r—1 kpa+1 _ . _ or—1 k—1__ r—1 k41 __ _ r—1n
x =d Chr 118 Cp 1T Cpo 112 c, "

Takto muzeme postupovat az k prvnf rovnici, ze které vyjadifme z*' pomoci neznamych
Pl e krome k2, L. 2k

Ziskdme tak vyjadieni r nezndmych ¥, 22, ... 2F* pomoci n—r nezndmych z' s i €
{1,2,...,n} \ {k1,ko,..., k. }. KdyZz za neznamé «*, i € {1,2,...,n} \ {k1,ka,..., Kk},
zvolime libovolné prvky pole P, které pak dosadime do ziskanych vztaht pro neznamé

k1 k2 2k a tyto hodnoty dopoéitdme, dostaneme fedeni soustavy Az = b.

Definice 3.2.3. Nezndmé z*', 2%, ... 2% 2 pfedchoziho odstavce jsou hlavni (nebo

bdzové nebo bdzické), neznamé z', kde ¢ € {1,2,...,n} \ {k1,ko,...,k}, jsou pa-
rametry (nebo nebdzické nezndmé nebo volné proménné) a oznacujeme je po radé
th T

Definice 3.2.4. Reseni soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych, jejiz rozsitend ma-
tice ma hodnost r, zapsané pomoci n — r parametri je obecné 7eseni. Reseni ziskané
z obecného Feseni libovolnou volbou parametru je partikuldrni resend.

Je ziejmé, zZe kazdé teSeni soustavy linedrnich rovnic lze ziskat z obecného feSeni
vhodnou volbou parametri. Takze mnozina vSech feSeni ziskanych z obecného feSeni
v8emi moznymi volbami parametru je rovna mnoziné vSech feSeni soustavy a obecné
FeSeni reprezentuje vSechna feSeni soustavy.

Piiklad. Méjme soustavu
o' 4+222 4323 =1
221 327 + 423 =1
3t 42 + 523 =1

nad polem realnych ¢isel. Rozsifena matice soustavy je

1 2 31
2 3 41
34 5 1
Jeji Gaussuv—Jordanuv tvar je
1 0 -1 -1
o1 2 1
00 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gaussuv—Jordanuv tvar reprezentuje soustavu
zt —d=-1
22 + 223 = 1.
Z prvni rovnice miizeme vyjadiit «' pomoci 23
ol =—1+423

a z druhé rovnice muzeme vyjadfit 22 pomoci z>

22 =1-— 223
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Méme tedy 2 (= hodnost matice) nezndmé vyjadieny pomoci jedné (= 3 —2) nezndmé.
Nezndmé ! a 22 jsou hlavni, neznamé 23 je parametr a mizeme za ni dosadit libovolné
realné ¢islo a hlavni neznamé dopocitat. Oznacime-li parametr ¢, dostaneme, ze

€)= (=1+t,1—-2t,t), tekR,

je obecné feseni soustavy. Pii volbé ¢ = 0 ziskdme partikularni feSeni £(0) = (—1,1,0).
Mnozina v8ech feSeni soustavy je

{(=14¢t,1—2t1t)|t € R}.
Usporddanou trojici (—1 +¢,1 — 2¢,¢) muzeme zapsat
(=1+t,1—-2tt)=(—-1,1,0) + (¢, —2t,t) =
=(—-1,1,0) + ¢(1,-2,1)
a mnozinu vsech FeSeni soustavy pak muzeme zapsat
{(—=1,1,0) + t(1,-2,1) |t € R},

coz je pifmka v R3 prochézejici bodem (—1,1,0), ktery je ddn sloupcem pravych stran
soustavy v Gaussové—Jordanové tvaru, se smérovym vektorem (1, —2,1). Pfi maticovém
zapisu mnozina vSech feSeni je

-1 1

Piiklad. Méjme soustavu
o' + 227 + 32 + 42t =1
20! + 327 4+ 423 + 5at = 1
3z' +42® + 52° 4+ 62 = 1
4ot 4522 4+ 623 + 72t =1

nad polem realnych ¢isel. Rozsifena matice soustavy je

12 3 41
2 3 451
34 5 61
456 71

Jeji Gaussuv—Jordanuv tvar je

10 -1 -2 -1
01 2 3 1
o0 o0 0 O
o0 o0 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gausstuv—Jordanuv tvar reprezentuje soustavu
z! |
2?4223 + 32 = 1.

3 4

7 prvni rovnice mizeme vyjadiit 2! pomoci 2% a x

ot = -1+ 2% + 22°

3 4

a z druhé rovnice mizeme vyjadiit 2 pomoci z2 a x

22 =1-223 — 324
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Méme tedy 2 (= hodnost matice) neznamé vyjadreny pomoci dvou (= 4—2) nezndmych.
Nezndmé z' a 22 jsou hlavni, nezndmé z3 a z* jsou parametry a muzeme za né dosa-
dit libovolnd redlna ¢isla a hlavni nezndmé dopocitat. Oznaéime-li parametry t' a t2,
dostaneme, zZe

E(tHt1?) = (—1+tt + 2621 —2tt — 3%, ¢4, 42), t1,1? e R,

je obecné feseni soustavy. Pti volbé t1 = 1,42 = 0 ziskdme partikuldrni feseni £(1,0) =
(0,—1,1,0), pti volbé t* = 0,12 = 1 ziskdme partikuldrni feseni £(0,1) = (1,-2,0,1).
Mnozina vSech feSeni soustavy je

{(—1 4+t 2621 —2t1 — 3¢ ¢1 12) | 1,12 € R}.
Uspotadanou étveiici (—1 + 1 + 2¢2,1 — 2t1 — 3¢2, ¢!, #?) miizeme zapsat
(=1 4+th 42121 — 2t — 362, ¢1, %) =
= (—1,1,0,0) 4 (¢}, =21, t1,0) 4 (22, =3t2,0,1%) =
=(-1,1,0,0) + t}(1,-2,1,0) + t*(2,-3,0,1)
a mnozinu vSech FeSeni soustavy pak muzeme zapsat
{(=1,1,0,0) + t*(1,-2,1,0) + t*(2,-3,0,1) | t},* € R},

pii maticovém zapisu

-1 1 2

1 1|2 2 [ —3 1,2

o Lt R ] R O
0 0 1

3.3. Frobeniova véta

7 ptedchozich pozorovani a tvrzeni vyplyva nasledujici véta.

Tvrzeni 3.3.1 (Frobeniova véta). Soustava linedrnich rovnic md aspori jedno feseni
prdvé tehdy, kdyZ hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsirené matice soustavy.

Dukaz. Jestlize soustava Ax = b ma néjaké FeSeni, pak sloupek b pravych stran je
linearni kombinaci sloupkt matice A a rozsifenim matice A o takovy sloupek se hodnost
nezméni. Takze matice A a A maji stejné hodnosti.

Jestlize se hodnosti matic A a A rovnajf, a rovnaji se tedy i hodnosti pifslusnych matic
v Gaussové—Jordanové tvaru, pak pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody a libovolnou
volbou parametri ziskame feSeni soustavy. O

Pi#iklad. (1) Soustava
ol 4222 - 2P =1
—al4+ 2223 =1
20 — 24+ 23 =1
ma matici soustavy

1 2 -1
-1 1 2
2 -1 1
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a roz§ifenou matici soustavy

1 2 -1 1
-1 1 21
2 -1 11

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 3, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. Jelikoz hodnosti jsou rovny poctu neznamych, vSechny neznamé jsou hlavni,
Zzddné neni parametr a soustava ma pravé jedno feSeni.

(2) Soustava
r—y=1
ma& matici soustavy

(1 -1)
a rozsirenou matici soustavy
(1 -1 1).

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 1, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. Jelikoz hodnosti jsou nizsi nez pocet nezndmych, jedna nezndma je hlavni, jedna
neznama je parametr a soustava ma nekoneéné mnoho teSeni.

(3) Soustava
z=0
z=1

ma matici soustavy

()

a rozsifenou matici soustavy

(1)

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozsifené matice soustavy je rovna 2,
takze podle Frobeniovy véty soustava nemé feSeni. O

3.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy véty soustava s regularni matici mé feseni. Podle nasledujici véty
ma pravé jedno reSeni.

Tvrzeni 3.4.1. Bud Ax = b soustava se ¢tvercovou matici A. Potom A je requldrni
pravé tehdy, kdyz Ax = b md prdvé jedno teseni, a to

£E= A"

Diikaz. ,,=“ Necht A je reguldrni matice, tedy invertibilni, s maximaln{ hodnosti. Potom
podle Frobeniovy véty soustava Ax = b ma feSeni. A pro kazdé feSeni & plati A = b,
tedy € = A7TAE = A~ b, ¢ili Fedend je jediné.

»,<=*“ Necht A neni reguldrni matice, tedy je singuldrni, s hodnosti mensi nez pocet
jejich fadku, ktery se rovnd po¢tu neznamych. Pokud hodnost rozsitené matice soustavy
je vétsi nez hodnost matice soustavy, soustava nema feSeni. Pokud hodnost rozsifené ma-
tice soustavy je stejna jako hodnost matice soustavy, potom v obecném freseni soustavy
vystupuje aspoii jeden parametr, za ktery lze dosadit libovolny prvek pole. Vzhledem
k tomu, ze pole obsahuje vice nez jeden prvek, soustava mé vice nez jedno feSeni. [
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Tvrzeni 3.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud Ax = b soustava s reguldrni matici A
a Tesenim & = (51 £ ... §")T. Pak pro kazdé i € {1,2,...,n}
det A’
kde A; je matice vznikld z matice A vymeénou i-tého sloupku za sloupek pravygch stran b:
a% ...a}_l bl ail_H a}l
at ...aly V" oaly ... ay

Dukaz. Pii rozvoji podle i-tého sloupku dostdvame det A; = > j fl{ b. Déle

1 o
(adjA)-b=——ATp

=A"1p=
¢ b det A

det A
a tedy
Zj(AT)é'bj Zj flflﬂ Z](Az)ibj _det A;

&= det A detA  detA  detA’

Tvrzeni muzeme dokazat také takto: Je-li £ feSeni soustavy Az = b, pak b je linedrni
kombinaci sloupkit AS s koeficienty ¢!, ..., &7, tedy

b=¢lAS + CPAS 4+ Ay = A
J
a matice A; mé v i-tém sloupku tuto linedrni kombinaci vSech sloupku matice A. Potom

det A; =det (A5 ... A5, b A%, ... A3)=
=det (A9 ... Ay, Y LAY Ay, ... Ap) =
= det (A7 ... AY, AT A3, .. A=
= &det (A7 ... A7, AT AD, . AY) =
=¢det (Ay ... Ay, AY Ay, ... AY) =
= ¢l det A,
z ¢ehoz dostaneme pozadovany vztah. O

Piiklad. Méjme soustavu
4222 — 22 =1
—zt+ 2?4223 =1

20! — x2+ 2 =1.

Potom
1 2 -1 1 2 -1
A= -1 1 2 A =11 1 2
2 -1 1 1 -1 1
1 1 1 2 1
Ao =[-1 1 Az = | —1 1 1
2 1 2 -1 1
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det A =14 det A1 =7 det Ay =7 det A3 = 7.

Proto
det A det As det Ag . 7 1

1 2 3
¢ £ ¢ det A det A det A 14 2

3.5. Homogenni soustavy linearnich rovnic

‘Deﬁnice 3.5.1. Soustava linearnich rovnic s nulovou pravou stranou je homogenni.

Piiklad. (1) Soustava
ol 4222 — 2% =
—t+ 2?2423 =0
20t — 2?4 %=
je homogenni.

(2) Soustava

=224+ 23=0

je homogenni.

(3) Soustava

z=0
r=1
neni homogenni. O

Tvrzeni 3.5.1. (1) Kazdd homogenni soustava md resend.
(2) Kazdd homogenni soustava md nulové resen.

(8) Homogenni soustava se ¢tvercovou matici md pouze nulové reseni pravé tehdy, kdyz
matice soustavy je requldrni.

(4) Homogenni soustava se ¢tvercovou matici md nenulové feseni prdvé tehdy, kdyz
determinant matice soustavy je roven nule.

(5) Homogenni soustava, ve které je méné rovnic nez nezndmijch, md nenulové resent.

Dikaz. (1) Existence feSeni homogenni soustavy vyplyvéa z Frobeniovy véty i z nasle-
dujiciho bodu (2).

(2) Vzhledem k tomu, ze 0-p = p-0 = 0 pro kazdé p z piislusného pole, viz kapitola 6,
je zifejmé, ze homogenni soustava ma nulové feSeni.

(3) Vyplyvé z Tvrzeni 3.4.1.

(4) Tvrzeni je ekvivalentni predchozimu.

(5) V tomto piipadé pii pouziti Gaussovy eliminaéni metody kladny pocet nezndmych
jsou parametry a vhodnou volbou libovolného parametru ziskdme nenulové feseni. [J

Mnozina vSech feseni homogenni soustavy linedrnich rovnic mé nasledujici vlastnost.
Tvrzeni 3.5.2. Linedrni kombinace reseni homogenni soustavy je také teseni té sou-

stavy. Specidlné, nulovy sloupek je resent, soucet TeSeni je TeSeni a c-ndsobek Tesent je
resent.
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Diikaz. Necht &1, &, ..., & jsou feseni soustavy Az = 0, ¢ili A&y =0, A& =0,..., A, =
0. Bud'te a1, a9, ...,q; € P. Potom

A&y + oo + -+ + apéy) = A&y + Ao + -+ + ap A, =0

a linedrni kombinace feseni je tedy také feSeni soustavy. O

Definice 3.5.2. Fundamentdlni systém teseni homogenni soustavy je takovd mnozina
feSeni té soustavy, kterd je linedrné nezavisla a kazdé feseni 1ze vyjadrit jako linedrni
kombinaci feseni z této mnoziny.

Tvrzeni 3.5.3. Fundamentdlni systém teSeni soustavy rovnic Ax = 0 o n nezndmyjch
mad n —rank A proku.

Dukaz. Obecné feseni £ soustavy Az = 0 o n neznamych je vyjadieno pomoci n—rank A
parametri 1, ..., "7k A tody € = £(t!, ..., "m0k A) Provedeme-li n — rank A voleb
parametru

(th, ... vk Ay — (1.0,...,0),
(¢t ... gnmrankAy — (01, 0),

(¢h, ... gnmrankAy — (o 0,1),

dostaneme mnozinu partikularnich feseni
{£(1,0,...,0),£(0,1,...,0),...,&(0,...,0,1)},

kterd je linedrné nezavisla a
gty .. ek Ay —¢le(1,0,. .., 0)+2€(0,1, ..., 0)+- - 4"k AL (0,0, 1),

takze obecné fesendi, ¢ili kazdé feSeni, soustavy je linedrni kombinaci téchto partikularnich
fesend. O

Piiklad. (1) Soustava
zt—22=0
ma& 2 neznamé, matice soustavy ma hodnost 1, obecné feseni je
§t) = (tt), teR,
mnozina vSech feSeni soustavy je
{(t,t) |t e R} = {t(1,1) |t € R}
a fundamentalni systém feSeni soustavy je naptiklad
(L}
(2) Soustava
ot 22422 =0
—al4+ 2?2+ 223=0
a2t 4322 + 623 =0
mé 3 nezndmé, matice soustavy ma hodnost 2, obecné feseni je
£(t) =(0,—-2t,t), teR,
mnozina vSech feSeni soustavy je

{(0,—2t,8) |t € R} = {#(0,-2,1) |t € R}
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a fundamentalni systém feSeni soustavy je napiiklad

{(0.~2,1)}.
(3) Soustava

et -2t 42t =0
mé 3 nezndmé, matice soustavy ma hodnost 1, obecné feseni je

1Y) = (tt — 2,112, tL 2 eR,
mnozina vSech feSeni soustavy je

(@t =2, ¢4 ) |t 2 e R} = {t1(1,1,0) — t3(=1,0,1) |t',£* € R}
a fundamentalni systém reSeni soustavy je napiiklad

{(1,1,0), (~1,0,1)}.
(4) Soustava

2t + 222 =0

32 +42® =0
ma& 2 nezndmé, matice soustavy ma hodnost 2 a soustava ma jediné feSeni, Cili obecné
feseni je

¢ =1(0,0),
mnozina vSech fesSeni soustavy je

{(0,0)}

a fundamentdlni systém feSeni soustavy je ().
(5) Soustava

Oz =0

m& 1 nezndmou, matice soustavy ma hodnost 0, obecné feseni je
Et)y=t, teR,

mnozina vSech feSeni soustavy je
{t|te R} =R

a fundamentalni systém rfeSeni soustavy je napiiklad

{1}. 0

Poznamka. Je-li {£1,89,...,&} fundamentdlni systém Feseni néjaké soustavy, potom
e + 2%+ 17, Lt .. 1" e P,

je obecné feSeni soustavy a
(e + 26 4+ + 176 |t 2, .. t" € P}

je mnozina vSech feSeni soustavy.

Homogenni soustava rovnic k zadanému fundamentalnimu systému feSeni.
Pro libovolnou linedrné nezavislou mnozinu {&1,&s,...,&} C P™ existuje homogenni
soustava linedrnich rovnic takova, ze {£1, &2, ...,& } je jeji fundamentdlni systém feseni.
Takovych soustav, vzajemné ekvivalentnich, existuje vice. Uvedeme postup nalezeni
jedné z nich.
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Mnozina {&1,&2,...,& } uspordadanych n-tic prvku pole P ma byt fundamentdlni
systém feSeni soustavy, takze hleddme homogenni soustavu
alz' + adrt+ -+ ala" =0
2 1 2,2 2. m _ _
ajx” + ayx”+---+ apx" =0 resp. Ax =0

at "l a4 al T =0

YY) m4

linedrnich rovnic nad polem P o n neznadmych x!,22,... 2" jejiz matice A = (aj

hodnost n — r. Je tedy potieba najit vhodné koeficienty a§.

Jednotlivé usporddané n-tice &1, &9,...,& maji byt feSeni soustavy Az = 0, takze
po jejich dosazeni za z dostaneme r - (n — r) homogennich rovnic o celkem n - (n — r)
neznamych aé-, ie{l,....,n—r}, j €{1,...,n}. Ovsem, pro kazdé k € {1,...,r}
dosazenim &, za x dostaneme A&, = 0, coz predstavuje n — r rovnic

Gai+ &Gay+-+ ap=0
Gai+ &Gas+-+ al=0

ot ey 4 glaT =0,

z nichz kazdd m4 jinych n nezndmych al,...,a}, j € {1,...,n —r}, ale vSechny maji
stejné koeficienty 5,&, ..., &, takZze vSechny maji stejnou mnozinu vsech feSeni a staci
pro kazdé k € {1,...,7} uvazovat jen jednu rovnici

grat +&a’ + -+ €La" =0

2

s neznamymi a',a?,...,a" Dosazenfm viech &1,&s,. .., &, tak dostaneme homogenni

soustavu
flal +&a® + -+ €a" =0
&al +&a* + -+ ELa" =0

rat + &’ + -+ =0

r linedrnich rovnic o n nezndmych a',a?,...,a" s matici Z, jejiz fadky jsou tvoieny

usporadanymi n-ticemi &1, &9, . .., &-. Hodnost matice = je tedy rovna r, fundamentalni
A Fadend < ° 1 .1 1 2 .2 2 n—r _n-—r n—r

systém Feseni ma n—r prvku (aj,as,...,a,),(a7,a5,...,a;),...,(af ", a5 ", ...,an"")

a toto jsou fadky hledané matice A.

Piiklad. Necht & = (1,2,3,4),& = (4,3,2,1) € R% Najdeme homogenni soustavu
linearnich rovnic nad polem R, jejimz fundamentalnim systémem feSeni je

{&1, &2}

Hledame tedy soustavu Az = 0 dvou rovnic o ¢tyfech neznamych. Sestavime soustavu
=-a=0, kde

(12 3 4 B
“\4 32 1) ® 7

[1]

e 2 & 9
N
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Tedy,
al +2a% + 3a® + 4a* =0
4a' +3a% +2a> + a* =0.
Fundamentalni systém feSeni této soustavy je, naptiklad,
{(2,-3,0,1),(1,—-2,1,0)}.
Zvolime-li
A <a% ai al ai) _ (2 -3 0 1)
a3 a3 a3 ai 1 =2 1 0)°
dostaneme soustavu
2l
2 -3 0 1 z?
(1 -2 1 0>' [ =0
o
tedy
2z — 322 +2t=0
zt — 222 4 o3 =
Potom {(1,2,3,4),(4,3,2,1)} je fundamentélni systém feseni této soustavy,
t1(1,2,3,4) +t2(4,3,2,1), tL 2 eR,
je jeji obecné feSeni a
{t1(1,2,3,4) + t3(4,3,2,1) | t', 1* e R}

je mnozina vsech feSeni soustavy. O

3.6. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 3.6.1. Soustava linedrnich rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genni. Je-li Ax = b nehomogenni soustava, potom Ax = 0 je homogenizovand sou-
stava.

Piiklad. (1) Soustava
ot 4222 - 2P =1
—zl4+ 2?2 +223 =0
2zt — 22+ 23 =3
je nehomogenni.

(2) Soustava

sl—a2? 43 =1

je nehomogenni. O

Tvrzeni 3.6.1. (1) Pokud nehomogenni soustava linedrnich rovnic md prdvé jedno
resent, potom homogenizovand soustava md jen nulové TeSent.

(2) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno resent
prdvé tehdy, kdyz homogenizovand soustava md jen nulové Tesend.
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(8) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md prdvé jedno reseni
prdavé tehdy, kdyz matice soustavy je requldrni.

(4) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic nemd nulové resent.

Dikaz. (1) M4-li soustava pravé jedno feseni, potom zadnd z neznamych neni parametr
a homogenizovana soustava mé jen nulové feSeni.

(2) Vyplyvé z predchoziho bodu a z Gaussovy eliminaéni metody.

(3) Vyplyvé z predchoziho bodu a z Tvrzeni 3.5.1.

(4) Ziejmé. O

Mnozina v8ech feSeni nehomogenni soustavy nema vlastnosti uvedené v Tvrzeni 3.5.2,
které méa mnozina vSech feseni homogenni soustavy. Totiz, soucet feSeni nehomogenni
soustavy neni jeji feSeni, c-nasobek feSeni nehomogenni soustavy, kde ¢ # 1, neni jeji
feSeni a linedrni kombinace FeSeni nehomogenni soustavy neni jeji feseni.

Tvrzeni 3.6.2. Necht &, je néjaké reseni soustavy Ax = b. Potom pro kazdé teseni &
této soustavy existuje jediné reseni  homogenizované soustavy takové, Ze & = &, + &o.

Na druhou stranu, pro libovolné reseni &y homogenizované soustavy je & = &, + &o
reseni soustavy Ax = b.

Diikaz. Bud'te &, a & FeSeni soustavy. Polozme &, = £ — &,. Potom A&y = A(§ — &) =
AL — A, = b —b = 0. Tedy, & je feSeni homogenizované soustavy a £ = &y + &,.
Jednoznacnost & je ziejma.

Je-li Ay =0, pak AE = A(&, + &) = A&y + A&y = b+ 0 =b. O

Dasledek. (1) Ma-li nehomogenni soustava Tesent, potom jeji obecné resent je souctem
obecného Teseni homogenizované soustavy a néjakého partikuldrniho Teseni nehomogenni
soustavy.

(2) Je-li &, teseni soustavy Ax = b, potom mnoZina vech feseni této soustavy je

{& + o | &o je Teseni homogenizované soustavy Ax = 0} .

Cviceni. Rozdil libovolnych dvou feSeni nehomogenni soustavy je feSeni homogenizo-
vané soustavy. O

Piiklad. (1) Jedno z feseni soustavy
ot —2t=1

je (1,0). Mnozina v8ech feSeni homogenizované soustavy
zt—2?2=0

je {(t,t) |t € R}. Mnozina vsech feSeni nehomogenni soustavy
ot —2?=1

je {(1,0) + (t,t) [t e R} = {(1 + t,t) |t € R}.

(2) Soustava

a2t 4222 =0
3zt + 42 =2

m4 Feseni (2, —1). Mnozina vSech feSeni homogenizované soustavy
zt 222 =0

32! +42%2 =0
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je {(0,0)}. Mnozina vsech feseni nehomogenni soustavy
a' 4227 =0
3zl 4+ 42?2 =2
je {(2,—1) + (0,0)} = {(2,~1)}.
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4. PoLYyNOMY

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, délitelnost

Definice 4.1.1. Bud P pole, n € N, ag,...,a, € P, z ¢ P. Polynom (mnohoclen)
jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru
ant" + @12t + -+ a1z + ao.

Zde x' jsou mocniny, nejednd se o horni indexy. Mocninu 2° klademe rovnu 1 € P,
takze ag = ag-1 = agz’. Mnozinu vech polynomi neuréité 2 nad polem P oznacujeme
Plz].
Prvky ag,...,a, € P jsou koeficienty, a; je i-ty koeficient. Koeficient ag je absolutni
clen.

Polynom se vSemi koeficienty nulovymi je nulovi polynom a oznacujeme ho 0.

Scitance a;x* s nulovymi koeficienty a; se v zapisu polynomu obvykle neuvadi, ty
s nenulovymi koeficienty se samoziejmé uvadi a neuvedené koeficienty a; jsou tedy
nulové.

Vyjadieni ,polynom nad polem P*“ tedy znamend, ze se jedna o ,,polynom s koefici-
enty z pole P

Pi#iklad. 62* + 022 + 322 + 12 +6 € Rlx], a9 =6, a1 = 1, ag = 3, a3 = 0, ay = 6, pro
i>4a;=0. O

Definice 4.1.2. Polynomy f, g € P[z],
f=anz™ +an_ 12"+ +arz + ao,
g =bma™ + b1+ b+ by
se sobé rovnaji, jestlize se rovnaji jejich piislusné koeficienty. Tedy,

f =g, jestlize a; = b; pro vSechna neziporna cela 1.

Definice 4.1.3. Stuperi polynomu f = a,z" + ap_12" "1 + -+ + a1z + ag je nejvetsi
¢islo s takové, ze as # 0, oznacujeme ho deg f. Koeficient ay, kde s je stupen, je
vedouci koeficient polynomu f, oznacujeme ho lc f.

Pro nulovy polynom nemame definovan ani stupen ani vedouci koeficient.

Piiklad. Pro f =62 +322 +x+6jedegf =4 alcf =6. O

Definice 4.1.4. Nulovy polynom a polynomy stupné 0 jsou konstantni, polynomy
stupné 1 jsou linedrnt, polynomy stupné 2 jsou kvadratické, polynomy stupné 3 jsou
kubické, polynomy stupné 4 jsou bikvadratické.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f, g € Plz],
f=a,2" + an_12""" + - + a12 + ao,
9= bmx™ + by 1™ 4 - 4 by + by,
ozna¢me p = max{n, m}. Soucet polynomu f a g je polynom f + g € P[x],

f+g="(ap+b)a? + (ap_1 +bp_1)aP L+ -+ (a1 + b))z + ao + bo.
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Definice 4.1.6. Soucin polynomu f, g € Plx],
f=anz" + an_12" t + -+ a1z + ao,
G = bp™ 4 by 1™ - 4 by + by,
je polynom fg € P[z],

n+m

fg=>Y (> aibja* =
k=0 i+j=k
= by T+

+ (anbm—l + an—lbm)xn+m71+

+ (agbo + a1by + agba)z*+
+ (a1bo + apbr)z+
+ agbo.
Tedy, pro k € {0,1,...,n 4+ m} k-ty koeficient polynomu fg je
Z a;b; = agby + ax—1b1 + - - - + arbp_1 + agby.
it+j=k
Je-li naptiklad f konstantni polynom, f = ag, pak
fg = apg = apbmz™ + agbm_12™ 1 + - + agbiz + agbp.
Specialné, pokud f = —1, pak
1

fg=—9g=—bpx™ — by 1™ — - —b1x — by

je polynom opacny k polynomu g.

Priklad. Pro
f =6z +32% +6, g=2°—22 -z
je
f+g=6zt+a3 422 -z +6,
fg =627 — 1225 — 32° — 62* + 323 — 1222 — 6. O

Tvrzeni 4.1.1. Budte f,g € P[x] nenulové. Potom

(1) fg je nenulovy polynom,

(2) deg(fg) = deg f + degy,

(3) 1e(fg) = e f -leg.
Diikaz. Budte f, g nenulové polynomy. Necht deg f = n, degg = m, lc f = a, alcg =
by, Jelikoz a,, # 0 a by, # 0, také anb,, # 0, viz kapitola 6. Ovsem, a,b,, je (n + m)-ty
koeficient soucinu fg, takze fg je nenulovy polynom. Pro k > n + m je k-ty koeficient
roven nule, takze lc fg = anb,, =lc f-lcg a deg(fg) =n+m = deg f + degg. O

Cviceni. Soucin polynomu je nulovy pravé tehdy, kdyz aspon jeden z nich je nulovy. [

Tvrzeni 4.1.2. Bud'te f,g,h € P[z]. Potom
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2) f+(g+h)=(f+g)+h (6) f-(g-h)=(f9) h,
(4) f+(=f)=0, (8) f-(g+h)=Ff-g+fh
Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 4.1.3. Necht f,g,h € P[x], fg= fh a f #0. Pak g = h.

Dukaz. Jestlize fg = fh, pak f(g — h) = 0 a aspon jeden z polynomu f a g — h je
nulovy. Podle predpokladu f # 0, takze g — h =0 a g = h. O

Podobneé jako v ptipadé matic nebo v piipadé prvka néjakého pole je mozné definovat
inverzni polynom.

Definice 4.1.7. Bud'te f,g € P[z]. Polynom g je inverzni k polynomu f, jestlize
fg = gf = 1. Inverzni polynom k polynomu f zna¢ime f~'. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzni, je invertibilni. Mnozina vSech invertibilnich prvka P[x]
nebo P se zna¢i P[z]* resp. P*

Tvrzeni 4.1.4. Invertibilni polynomy jsou prdvé nenulové konstantni polynomy (tedy
polynomy stupné 0).

Diikaz. Existuje-li k polynomu f inverze f~!, potom ff~! =1 a oba polynomy f, f~!
jsou nenulové. Déle deg f < deg f +deg f~! = deg(ff~!) = deg1 = 0. Takze deg f = 0
a f je tedy nenulovy konstantni polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulovy konstantni polynom, muzeme ho ztotoznit
s pfislusnym prvkem pole, ke kterému diky vlastnostem pole existuje prvek inverzni
a ten zase muzeme ztotoznit s piislusnym polynomem, ktery je tedy inverzni k f. [

Nyni se budeme vénovat délitelnosti polynomu. Teorie délitelnosti polynomu a teorie
délitelnosti celych ¢isel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. Bud'te f, g € P[z]. Polynom g déli polynom f, jestlize existuje poly-
nom h € P[z] takovy, ze f = gh. Pak také polynom g je délitel polynomu f a polynom
f je délitelny polynomem g. Zapisujeme g | f.

Cviceni. Jestlize g | f a f # 0, pak degg < deg f. O

Piiklad. (1) x| 2? — =, protoze 2% — 2z = z(z — 1).
(2) x nedéli 22 + 1. Aby z - h byl polynom stupné 2, h musi byt stupné 1, ale pro

jakykoliv polynom h = a1z + ag stupné 1 plati z - h = ajz? + agx. O

Cviceni. (1) Ukazte, ze z — 1 | 2" — 1 pro kazdé celé n > 1.

(2) Ukazte, ze relace | je reflexivni a tranzitivni. O

Tvrzeni 4.1.5. Budte f,g,h € P[x].
(1) f1faflo.
(2) Jestlize f | g a g|h, pak f | h.
(3) Jestlize f | g a f|h, pak f|(g+h).
(4) Jestlize [ | g, pak f | (gh).
(5) Jestlize fg| fh a f #0, pak g | h.
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Dikaz. Cviceni. |

Podobné jako v piipadé celych ¢isel i v pripadé polynomu existuje déleni se zbytkem
(nebo netplné déleni).

Tvrzeni 4.1.6. Bud'te f,g € Plz|, g # 0. Pak existuje prdvé jedna dvojice q,7 € P|x]
takovd, Ze

(1) f=gq+r;
(ii) bud r =0 nebo degr < degg.

Dukaz. Jestlize f = 0 nebo deg f < degg, dvojice ¢ = 0, r = f spliuje podminky (i)
a (ii).

Predpoklddejme, ze f # 0 a deg f > degg. Polozme qp = 0arg = f aproi € N
takova, ze r; # 0 a degr; > deg g, definujme rekurzivné

Ic T lc r;

lcg

. xdegm—degg’ i xdegri—degg -g.

Gi+1 = q; + Titl =74

e g
Jelikoz stupen polynomu

ler; _
— . pdegrimdegg g
lcg

je roven deg r; a jeho vedouci koeficient je roven lcr;, tak bud ;.1 = 0 nebo degr; 11 <
deg r;. Proto existuje ig takové, ze bud’ r;, = 0 nebo degr;, < degg. Navic, f = gqo+10o
a je-li f = gg; + r; pro néjaké i, potom také f = gqiy1 + riy1. Takze dvojice ¢ = g,
r =T, spliuje podminky (i) a (ii).

Jesté je tfeba dokdzat jednoznacénost. Nechf pro dvojice qi,71 a go, 72 jsou splnény
podminky (i) a (ii). Tedy,

f=ga+mn f=ga+nr (1)
bud r; = 0 nebo degr < degg bud ry = 0 nebo degre < degg. (2)

Predpokladejme, ze 1o — 11 # 0. Podle (1)

g +r1=gq+r2 tedy g(q1 —q2) =r2 —7m1 a degg <deg(ra —71), (3)
zatimco z (2) vyplyvé, ze

deg(rg —r1) < degg. (4)

Na zékladé predpokladu r9 — rq1 # 0 dostavame spor, takze ro — r1 = 0, ¢ili ry = ro.
Vzhledem k tomu, ze g # 0, z g(¢1 — g2) = 0 vyplyva, ze 1 —q2 =0, ¢ili g1 = q2. O

Definice 4.1.9. V piedchozim tvrzeni q je édstecny podil (podil, je-1i r = 0) polynomu
f a g (v tomto poradi) a r je prislusny zbytek.

Je ziejmé, ze g | f praveé tehdy, kdyz zbytek pii (¢astecném) podilu polynomu f a g
je roven nule.

Piiklad. Bud'te f,g € Rz],

f=a+223+2x+4 a g=x4+z+2.
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Tedy go = 0, 7o = f a polynomy q1,...,q4 ar1,...,7r4 je mozné ziskat pomoci schématu
(x® —1—21‘?’ +224+4): (P +24+2)=2° —x2+x+1+%;22
—(2® + 2* + 223) P
1 ~—
TN = —X +2x+4 a
—(—z* — 23— 22?) ps
N————
ro =23+ 222 + 22 +4 P
—(23 + 2% +212)
ry = x2 +4
—(z+ 2+2)
ry=—x+2
Cili
q =0 ro = a° 4 223 + 22 + 4
q =’ rp=—a+ 2z +4
@ =2° —° ry =% +22% + 2z + 4
q3:x3—x2+m r3:x2+4
pu=2"—2>+x+1 ry=—2+ 2

a je snadné ovérit, ze f = gq; + r; pro kazdé i € {0,1,2,3,4}.
Jelikoz degry =1 < 2 =degg,

2?4+ a zbytek r =ry = —x + 2.

Casteény podil g =q4 =
Tedy

f=a" 423420 4+4=gq+r= (2 42+2) - @ -2 +2+1)+(—x+2). O

‘Deﬁnice 4.1.10. Nenulovy polynom, jehoz vedouci koeficient je 1, je normovanyj. ‘

Je-li f = apa™ + ap_12" "' + - + a1z + ag nenulovy polynom s lc f = a, # 0, pak

_ 1 _
ICf an an an

je normovany polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska délitelnosti rovnocenné (f | f a
1)
Lemma 4.1.7. Budte f,g normované polynomy takové, Ze f | g a g| f. Potom f = g.

Dukaz. Predpokladejme, ze f | g a zdroven g | f. Potom existuji polynomy p,q € Plz]
tak, ze g = fpa f = gq. Mame f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, q jsou tedy nenulové
konstantni polynomy a 1 =lcg =lc(fp) =lcf-lecp=1-p=p. Takze g = fp=f. O

Relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je tedy navic antisymetricka, ¢ili je
to usporadani a mame uspofddanou mnozinu v8ech normovanych polynomu.
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4.2. Nejveétsi spoleény délitel

Definice 4.2.1. Bud'te f,g € P[z]. Polynom d € P[z]| je nejuétsi spolecny délitel
polynomau f, g, jestlize

(1) d| fadlg;

(2) kdyz h € Plz], h | fah|g, pak h| d;

(3) d je normovany.

Zapisujeme d = D(f, g).

‘Deﬁnice 4.2.2. Polynomy, jejichz nejvétsi spoleény délitel je 1, jsou nesoudélné.

Piiklad. (1) D(2z,2%) = z.

(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudélné. Oba polynomy jsou stupné 1, proto jejich
délitele jsou stupné bud 1 nebo 0. Linearni délitele polynomu z jsou cz, kde ¢ € P, ale
zadny z nich neni délitelem = + 1. Spole¢né délitele polynomu x a x + 1 jsou tedy jen
nenulové konstantni polynomy a jelikoz nejvétsi spoleény délitel je navic normovany,
D(z,z+1)=1.

(3) Nejvetsi spoleény délitel polynomu f = g = 0 neexistuje.

(4) Pro f #0 D(f,0) = f. 0

Tvrzeni 4.2.1 (Eukleiduv algoritmus). Bud'te f,g € Plx] nenulové polynomy. Bud
T0,71,72,73, - - . posloupnost polynomi takovd, Ze ro = f, r1 = g a jsou-li zndmy r;, 741,
pak ;1o ziskdme neuplnym délenim polynomu r; polynomem rij1:

Ty =Tig1Gi + Tig2, bud rizo =0 nebo degriyo < degriqy.
Potom existuje index N takovy, Ze ry—1 # 0 ary = 0.

Diikaz. Jelikoz deg g = degry > degre > degrg > ... je klesajici posloupnost nezapor-
nych celych ¢isel, existuje N € N takové, ze ry_1 # 0 a ry = 0. g

Piiklad. Bud'te f,g € Rz],

f=a+223+2x+4 a g=x’4+z+2.
Tedy ro = f, 71 = g auz vime, ze f = g- (2> — 22+ + 1) + (—z + 2), takze
ro=-z+2 a g=2"-r +x+1

Délenim polynomu r; polynomem 79

(224 24+2): (—z+2)=—-2—-3+ L5

—x+2
—(2% — 27)
3x + 2
—(—3z —6)
8
dostaneme

rg = 8 a q =—x—3.
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Délenim polynomu 79 polynomem 73

(—z+2):(8)=-2+2
—(—=)

2
-2
0
dostaneme
_0 oz 2
T4 = a q2 = _g + g
V tomto piipadé tedy N = 4. O

Tvrzeni 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichZ aspon jeden je nenulovy, existuje
prdavé jeden jejich nejuétsi spoleény delitel.

Diikaz. Bud'te f,g € Plz]. Je-li f # 0a g = 0, D(f,0) = f. Piedpokladdejme, Ze f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleiduv algoritmus. Bud N € N takové, ze ry_1 # 0 ary = 0.

Oznaéme d = 7y_1 (normovany polynom). Ziejmé d | ry—1 a d | ry. Je-li d délitel
polynomu r;11 a 749, pak je délitel i polynomu r; = r;11q; + r;12. Postupné tedy
dostaneme, ze d | r; pro véechna i € {0,...,N}, véetné d |r =gad|ro=f.

Bud h € P[z] takové, ze h | f =19 a h | g = r1. Je-li h délitel polynomu r; a ritq,
pak je délitel i polynomu r; 4o = r; — r41¢;. Takto postupné dostaneme, ze h | r; pro
vechna i € {0,..., N}, véetné h | rny_1 = d. Tedy, d = D(f, g).

Bud'te di, ds nejvétsi spoleéné délitele polynomii. Podle definice nejvétsiho spoleéného
deélitele dy | da a dg | dy a jelikoz di, dy jsou normované, d; = ds. O

Priklad. Bud'te f,g € Rz],
f=a’+223 +2x+4 a g=x’4+x+2.
Uz vime, ze N =4 ar3 =8, ¢ili D(f,g9) =73 = 1. O

Tvrzeni 4.2.3 (Bézoutova véta). Bud'te f,g € P|x] polynomy, z nichZ aspori jeden je
nenulovy. Pak existuji polynomy u,v € P[x] takové, Ze D(f,g) = fu+ gv.

Dikaz. Oznacme I = {fu + gv | u,v € P[x]}. V mnoziné I existuje normovany prvek
minimdlniho stupné, ozna¢me jej d. Tedy, d = fu + gv pro néjaka u,v € Plx].

Po déleni se zbytkem dostaneme f = dq + r, kde bud » = 0 nebo degr < degd.
Zarovenr = f —dq = f— (fu+gv)qg = f(1 —uq)+ g(—vq) € I. Kdyby r # 0, byl by to
nenulovy prvek I stupné nizsiho nez degd. Takze r = 0 a tedy d | f. Analogicky d | g.

Bud h € Plx] spoleény délitel f a g. Pak h je délitel i polynomu fu + gv = d. Tedy,
d=D(f,g). O

Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu lze ziskat nejen D(f,g), ale i polynomy
u, v z predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.4 (Rozsiieny Eukleiduv algoritmus). Budte f,g € P[x] nenulové poly-
nomy. Bud'te ro,m1,72,...,"N_1 @ Q0,q1,q2,---,GN—3 posloupnosti polynomaii z Euklei-
dova algoritmu. Bud'te

uo = 1,u1 = 0,ug,...,un—1,

Vo :0,1)1 = 1,1)2,...,1)]\[_1,
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posloupnosti polynomai takové, Ze u; = uip1q; + Uiz a V; = Vi11q; + Viro pro viechna

i€{0,...,N —3}. Potom ry_1 = fun—1+ gun—_1 a oznacime-li
1 1
= UN-1 a v = UN-1,
lery—1 lery—q

pak D(f,g9) = fu+ gv.
Dukaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle pfedpokladu
ro=[f, m=g, u =1, wu =0, vp=0, vi=1

aproi€{0,...,N—3}

Ty = Ti41G; T Ti+2, tedy 7Tito =1 — Tiv16, (5)
Ui = Ujr1q; + Uir2, tedy wiy2 = ui — ui+1q;, (6)
Vi = Ui4+1q; + Vit2, tedy witro = v; — vit16;. (7)

Matematickou indukei ukézeme, ze r; = fu; + gv; pro véechna i € {0,..., N — 1}. Plat{

ro=f=f-14+9-0=f-uy+g-wvo,
rm=g=f-0+g-1=f-u1+g-v1.

Predpoklddejme, ze pro néjaké k plati

Tk = fug + gug, (8)
Tht1 = fUk4+1 + GUk+1- (9)
Potom
Tht2 = (podle (5))
=Tp — Tkt1Gk = (podle (8),(9))
= fur + gvr, — (furs1 + gurs1)qe =
= fur — ukt1qx) + g(vk — Vk1qx) = (podle (6), (7))

= fugy2 + gUky2.

Takze, vztah r; = fu; + gv; plati pro i = 0,i = 1 a kdyz plati proi =k ai =k + 1,
pak plati pro i = k + 2. Z toho vyplyvé, ze plati pro kazdé i € {0,..., N — 1}. Zbytek
tvrzeni je zfejmy. O

Priklad. Bud'te f,g € R[z],
f=a’+223+2x+4 a g=x4+z+2.
Uz vime, ze D(f,g) =1, N =4,

rO:x5—|—2x3—|—2x—|—4 q0:x3—:v2+x+l
rn=a?+z+2 @ =-r-3
7"2:—1""2

7"3:8

UOzl ’UQZO

U1:0 ’Ul:l
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Déle
Up = U1qo + U2
1=0-qo+u implikuje uo =1,
Up = V1q0 + V2
0=1-q9+ v implikuje Vg =—qo=—a>+a®—x—1,
Ul = u2q + u3
0=1-¢1 +us implikuje uz3 =-—-q1 =x + 3,
V1 = V2q1 + U3
1=—qo-q1 +v3 implikuje vg3=1+qoq1 = —z* — 223 + 22% — 42 — 2.

Lze snadno ovéfit, ze r3 = fusg + gvs, a kdyz

3
R
_ 2 2? 1
TTR T T T2
pak D(f,g) =1= fu+ gv. O

4.3. Ireducibilni polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilni nad polem P, jestlize je sou¢inem dvou nekon-
stantnich polynomu nad polem P. Polynom je ireducibilni nad polem P, jestlize neni
konstantni a neni reducibilni nad polem P.

Pro polynom z Px] oznacenim reducibilni, resp. ireducibilni se mysli reducibilni nad
P, resp. ireducibilni nad P.

Je-li polynom f reducibilni a f = g - h, kde g, h jsou nekonstantni polynomy, rika
se také, Ze g - h je rozklad polynomu f na sou¢in polynomiu g, h nebo také, ze g - h je
rozklad polynomu f na Cinitele g, h.

Piiklad. (1) Kazdy polynom stupné 1 je ireducibilni, nebot neni konstantni a souc¢in
dvou nekonstantnich polynomi je polynom stupné aspon 2.

(2) Polynom 22 —1 = (z — 1)(x + 1) je reducibilni nad R. Polynomy = — 1 a = + 1 jsou
ireducibilni nad R. O

Cviceni. Normovany reducibilni polynom je sou¢inem normovanych nekonstantnich
polynom. O

Tvrzeni 4.3.1. Necht jsou f,g € Plx] normované polynomy, g je ireducibilni a f | g.
Potom bud’ f =1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilni, pak f = g.

Dukaz. Kdyz f | g, existuje h € Plx| takové, ze fh = g. Jelikoz g je ireducibilni,
pravé jeden z polynomu f, h je konstantni. Je-li normovany polynom f konstantni, pak
f = 1. Je-li h konstantni a fh je normovany polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilni, pak neni konstantni, a zbyva tedy jen f = g. O

Lemma 4.3.2. Budte g,hy,...,h, € Plx] normované ireducibilni polynomy a necht
g | h1---hy. Pak existuje index j takovy, Ze g = hj.
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Diikaz. Oznaéme d = D(g, hy). JelikoZ d | g a g je ireducibilni, podle Tvrzeni 4.3.1 bud
d = g anebo d = 1. Jestlize d = g, pak g | hy a g = hy. Jestlize d = 1, pak Tvrzeni 4.2.3

1=gu+ hv
pro vhodné u,v € P[z]. Vyndsobime-li obé strany polynomem hg - - - h,,, dostaneme
ho---hy =ghg---hyu+ hiho--- hyv.

Podle predpokladu g | hy - - hy, takze prava strana je délitelnd g, proto i levéd strana
je délitelnd g, €ili g | hg---h,. Stejnym postupem ukazeme, Zze bud g = hy anebo
g | hs- - hy. Opakovanim tohoto postupu najdeme j, 1 < j < n, takové, ze g = h;. O

Tvrzeni 4.3.3. Kazdy nekonstantni polynom je soucinem konstanty a normovanych
treducibilnich polynoma, pricemz vSechny cinitele jsou uréeny jednoznacéné az na poradyi.

Diikaz. Bud f € P[x] nekonstantni polynom a oznac¢me f = ﬁ - f. Je-li f ireduci-

bilni, pak f =1lc f - f. Je-li f reducibilni, pak je sou¢inem normovanych nekonstantnich
polynomu niz§tho stupné. Kazdy z téchto polynomi je také bud ireducibilni nebo re-
ducibilni, ve druhém piipadé je opét soucinem normovanych nekonstantnich polynomu
nizsiho stupné. Opakovanim tohoto postupu po konetné mmnoha krocich dojdeme ke
koneénému poc¢tu normovanych ireducibilnich polynomu. Jejich pocet je shora omezen
stupném polynomu f a jejich souéin je roven f.

Jesté je potieba dokdzat jednoznacénost. Pedpokladejme, ze f = g1 -+ gn = h1 -+ him
a vSechny cinitele jsou normované ireducibilni polynomy. Jelikoz g1 | hy - - - by, podle
piedchoziho lemmatu existuje index (1) takovy, ze g1 = hy(1). Takze rovnost g - - - g, =
hy - - - hy,, muzeme zkratit g; a na obou strandch rovnosti tedy bude o jednoho ¢initele
méné. Obdobné dostaneme, ze existuje index p(2) takovy, ze g2 = hy(2), a postupné az
ze existuje index ¢(n) takovy, ze g, = hy(n).-

Navic, n < m, protoze jinak by gm41--- gn = 1, coz neni mozné, kdyz vsechny g; jsou
nekonstantni polynomy. A obdobné dostaneme, ze m < n. Takze n = m. O

Pi#iklad. Polynom z? + 1 je reducibilni nad polem C, protoze 22 + 1 = (z +i)(x — i).
Tentyz polynom je ireducibilni nad polem R, protoze jakykoliv jeho hypoteticky rozklad
>+ 1= (z+8&(x+n), &n € R je soucasné rozkladem nad C riznym od 22 + 1 =
(x +1i)(x — 1), ve sporu s jednozna¢nosti rozkladu. O

Dusledek. Bud f € P[x] a bud’te g1,...,gm € Plz] normované ireducibilni a po dvou
o z . . . .o k k‘
ruzné, tj. g; # g; pro i # j. Jestlize gi" | f, ..., gfnm | f, pak g7 "'gfrf" | f.

4.4. Koreny a jejich nasobnost

Pro f = anz™ + an—12" '+ + a1z + ap € Plz] a £ € P, oznacme

f(&) = an&" + an—lfn_l 4+~ +al+ag € P

Tvrzeni 4.4.1. Pro libovolné polynomy f,g € P[z] a libovolny prvek § € P plati

(f+9)&) = f&)+9(&), (=)&) =-f(&), (F9)&) = Ff(&y(&).
Dikaz. Cviceni. O

Definice 4.4.1. Prvek & € P je koren polynomu f € P[x], jestlize f(£) = 0.
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Tvrzeni 4.4.2. Necht f € Plx] a £ € P. Potom £ je koren polynomu f prdvé tehdy,
kdyz r — & deli f.

Dukaz. Predpokladejme, ze £ je kofen polynomu f. Délenim f : (z — &) dostaneme

f=@—-8q+r, kdebud r=0nebo degr < deg(x — &) =1, ¢ili degr = 0.
Takze v obou piipadech 7 je konstantni polynom a 0 = f(&) = (&€ — €)q(&) +r = r. Cili
r=0,f=(x—-§qax—¢del f.

Piedpokladejme, ze = — & déli f, tedy f = (z — £)q pro néjaké ¢q. Potom f(§) =
(& —&)q(&) =0, ¢ili € je kofen polynomu f. O

Definice 4.4.2. Necht f € P[z] a £ € P. Pokud £ je kofen f, potom polynom z — &
je kotenovy ¢initel polynomu f.

Definice 4.4.3. Prvek & € P je k-ndsobnij koren polynomu f € P[], jestlize (z — &)*
deli f, ale (xz — &)F*! nedeli f.

Tvrzeni 4.4.3. Budte &1, ...,&, € P riuzné koreny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po tadé ki, ..., k,. Potom

(1) (@ = &) (a = &) | f;
(2) ki+---+k, <degf.

Dikaz. Cviceni. ]

Tvrzeni 4.4.4 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md
aspon jeden koten.

Vsechny znamé dikazy vyuzivaji vysledky matematické analyzy, proto zde dukaz

neuvadime.

Dusledek. Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md rozklad na linedrni ¢initele.
Kortenu se zapoctenim ndsobnosti md pravé tolik, kolik ¢ini jeho stupernt, a mavzdjem
ruznijch korent md nejvyse tolik.

Predchozi diisledek znamena, ze pro kazdy nekonstantni polynom f = apa"+a,_12" 1+
-+ -+ a1z + ap stupné n s komplexnimi koeficienty existuji ¢isla &1, &a, . . ., &, (nemusi byt
po dvou ruznd), pro ktera plati

anz"™ + ap_12" N+ -+ a1+ ag = an(x —&)(x — &) ... (x — &).

Kazdé z ¢isel £1,&o,...,&, je kofenem polynomu f.
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Tvrzeni 4.4.5 (Vlastnosti kofenii (Vietovy vzorce)). Bud'te f = 2" +ap_ 12" 1 4+
a1z + ag € Clx] a &1,&,...,&, jeho koteny (nemusi byt vsechny ruzné). Potom

a1 =—(G+ &+ &) ==Y &
=1

an2=886+&E&+ + &8 + 68+ + 6+ + 616 =

= Z &i&;
ij=1
1<)
an-3 = — (18686 + 61684 + -+ &&n1én + -+ §n28n—16n) =
=— ) &
i k=1
i<j<k

a1 =(—D)""M&Enabnr + & Lnabn o
e a& bt Gn)
ap = (—1)"&&2 - &n.
Dukaz. Polynom f muzeme rozlozit na soucin jeho kofenovych Cinitelu
2" ap 12" M tartag = (x— &) (z— &)

Po rozndsobeni pravé strany porovnanim koeficientu s piislusnymi koeficienty na levé
strané ziskame uvedené vztahy. O

Piiklad. Kofeny polynomu 22 — 5z + 6 jsou 2 a 3 a
ap =—(2+3)=-5,
ap = (—1)?-2-3 = 6. O

4.5. Polynomy s realnymi koeficienty
Komplexni cisla

Komplexni ¢islo v algebraickém tvaru je ¢islo a + bi, kde a, b jsou realna cisla a 7 je
imagindrni jednotka, ¢ili i2 = —1.
Komplexni ¢isla z1 = a + bi, 20 = ¢ + di se rovnaji pravé tehdy, kdyza =ca b=d.
Prozi =a+bi, zo =c+ di
21+ 22 = (a+bi) + (c+ di) = (a+c) + (b + d)i,
21— 22 = (a+bi) — (c+di) = (a — c) + (b — d)i,
21 29 = (a+bi) - (c+ di) = (ac + bdi?) 4 adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i,

pro zo # 0
21 a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc —ad)i
2z c+di  (c+di)(c—di) A+ d? ’

Cislo komplexné sdruzené k ¢islu z = a + bi je ¢islo a — bi a oznacujeme jej z*

Cviceni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi
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1)

(2) z = z* prave tehdy, kdyz z je redlné cislo,

(3) z+ z* = 2a, tedy reélné cislo,

(4) zz* = a® + b2, tedy redlné éislo. O

Cviceni. Pro komplexni ¢isla z1, 29

* *
Z1 z
(214 22)" = 21 + 23, (z122)" = 2723, () = 0

Cviceni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi
(z — 2)(z — 2%) = 2° — 2ax + a® + b*

je polynom s redlnymi koeficienty a pokud z ¢ R, ¢ili b # 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je zaporny. O

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = a + bi je

2| = Va2 + b2 = Vzz*

Polynomy s realnymi koeficienty

Tvrzeni 4.5.1. Je-li £ € C korenem polynomu s redlnymi koeficienty, potom £* € C je
také korenem tohoto polynomu, a to stejné ndsobnosti.

Diikaz. Necht f = apa™ + ap_ 12" 1 + -+ 4+ a1x + ap je polynom s redlnymi koeficienty
a & € C je jeho koten, ¢ili f(§) = 0. Potom

FE€) = an(€)" + an1 (€)Y -+l +ag = (a=a" pro a € R)
= ap(E)" +ap () - e Fag = (a*0" = (ab)")
= (@€ + (an1 ) 4+ (@) Fag = (aF 40" = (a+b)%)
= (an€™ +an 1" Far tag)t =
= f(§)"=0"=0.

Na druhou stranu, pokud &* je kofen polynomu f, potom z pravé dokdzaného vyplyva,
ze £ = (£%)* je také koten.
Takze, je-li £ = a + bi kofen f, potom &* = a — bi je také koten f a
f=@=8—-&)h
Diky tomu, Ze & + &* = 2a a £€* = a® + b? jsou redlnd ¢isla,
(@ =)@ =€) =a"— (+)z+&
je polynom s redlnymi koeficienty, a proto h je také polynom s realnymi koeficienty.
Proto, je-li £ k-nasobny koien f,
f=(@-9z-¢&) g,
kde g je polynom s redlnymi koeficienty, jehoz kofenem nejsou ani £ ani £*, takze £* je
také k-nasobny kotfen f. O

Rozklad normovaného polynomu f s redlnymi koeficienty na ireducibilni ¢initele nad
C tedy obsahuje linedrn{ ¢initele x — a; s redlnymi kofeny «a; a dvojice linearnich ¢initelu
z —&j, © — & s dvojicemi komplexné sdruzenych kofenu §;, 3%
f=—a)" - (r—a)r(@— &) (z =) - (2 = &)™ (z — )"
Takze deg f =11+ -+ 1 +2(k1 + - - - + ks).
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Pokud rozndsobime viechny dvojice (z — §;), (x — &), dostaneme rozklad polynomu
f na ireducibilni ¢initele nad R, ktery obsahuje linedrni ¢initele x — «; a kvadratické
¢initele 2% — (&5 + i)z + ;€ se zdpornymi diskriminanty:

f=@—a)t (=) (@® = (G + &)z + &) - (0 — (G + &)z + 88"

Cviceni. (1) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné mé aspon jeden
realny koren.
(2) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné vétsiho nez 2 je reducibilni nad R. [

Cviéeni. Rozlozte polynom z* + 1 na ireducibilni ¢initele nad C a nad R. g
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou celd ¢éisla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.5.2. Bud'te f = apz" + ap 12" + - + a1z + ag polynom s celociselngmi
koeficienty a p,q nesoudélnd celd éisla. Jestlize % je korenem polynomu f, potom ag je
délitelné p a a, je délitelné q.

Dukaz. Predpokladejme, ze g je kofenem polynomu f, tedy
f(g) = an(%)n + an—1(§>n_l +-t alg +ag = 0.

Vhodnymi tpravami lze ziskat uvedené vlastnosti. Cviceni. O

Disledek. Celoéciselné koreny polynomu s celociselnymi koeficienty jsou délitele abso-
lutniho ¢lenu.

4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud’
f=anx" 4+ ap_12" -+ ayx + ap € Clz].
Polynom

' =napz" ' + (n— 1)an,1;1:”_2

4. +ay € Cla]

je derivace polynomu f.

Tvrzeni 4.6.1. (1) (f+9)=f"+¢,

(2) (f9)'="rfg+1dg,

(3) (f*) =kf*1f

Diikaz. Cviceni. -

Tvrzeni 4.6.2. Necht k > 2, f € Clz] je polynom a & € C je jeho k-ndsobny koren.
Potom

(1) € je (k — 1)-ndsobny koren f',

(2) & je (k — 1)-ndsobny koren nejvétsiho spolecného délitele D(f, f').
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Diikaz. (1) Piedpokladejme, Ze & je k-nasobny kofen polynomu f, ¢li (z — &)F deli f
a (z — &)F1 nedsli f. Pro néjaky polynom q tedy f = (z — ¢)*q. Potom

fr=k(z =" g+ (2= = (@ - " (kg + (2 = §)d).
Takze, (z — &)1 deli f/. Kdyby (x — &)* délilo f/, potom x — & by délilo kq + (z — &)¢’
a vzhledem k tomu, ze z — & déli (z — £)¢/, muselo by x — ¢ délit také kg, tedy i g.
V takovém pifpadé (x — &)+ by délilo f, coz je spor s predpokladem.
(2) (z — &F 1 je delitel f i f', takze (x — &)*1 | D(f, f'). Kdyby (x — £)* délilo
D(f, f), pak by (z — &) | f' ve sporu s predchozim bodem. O

Tvrzeni 4.6.3. Budte f € C[z] a £ € C jeho koFen. Potom & je 1-ndsobny koren
polynomu

f
D(f, 1)
Diikaz. Necht ¢ je k-nisobny kofen polynomu f, tedy f = (z — €)¥q, ale (z — £)F*!
nedéli f, ¢ili z — & nedéli ¢. Podle predchoziho tvrzeni D(f, f') = (x — &)k~ 1r. Takze

f
D(f, f")

€ Clx].

= (z - &)L ajelikoz x — € nedeli ¢, nedelf ani 2. 0
T T

Dusledek. Bud f € C[z].

(1) MnoZina vsech koteni polynomu f/D(f, ') je rovna mnoZiné vsech koreni po-
lynomu f.
(2) Viechny koteny polynomu f/D(f, f') jsou 1-ndsobné.

Dukaz. Cviceni. O

4.7. Hornerovo schéma
Bud f € P[z] a £ € P. Podle Tvrzeni 4.1.6 existuje pravé jedna dvojice polynomu
q,r € P[x] takov4, ze

(i) f=(@—=8q+r;
(i) bud r = 0 nebo degr < deg(z — &) = 1.

Takze r je konstantni polynom a f(§) = r.
Je-li f konstantni polynom, potom ¢ = 0 a r = f. Je-li deg f > 1, potom degq =
degf — 1. Nechf degf =n>1a

f=anz™ + apn_12" 4+ -+ agx® + a1z + ag
q="bp 12"+ by 0" % 4 4 byx? + by + bo.
Potom,
anx™ + ap_ 12" 4 apx® + a1+ ag =
= (= &) (bp12" F by 0z 24 bz b+ by) + =
= by 12" + (bp_g — Ebp_1)z" L4 - 4 (by — Eb)z? + (bo — Eby)x + (1 — Eby).

Kdyz se polynomy vzajemné rovnaji, rovnaji se jejich koeficienty u stejnych mocnin ne-
urc¢ité z. Diky tomu dostaneme soustavu linearnich rovnic s neznamymi b,,_1, ..., b1, by, 7,
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jejiz teSeni lze snadno vyjadrit pomoci ay,...,a1,a9 a &.
an = bn—1 = b1 = an
ap—1=bp_2 —&bp_1 = bp—o=an_1+&by_1
an—2 = bp_3 — b2 = bp-3=an_—2+Ebp_2
azzbl—fbg = b1:a2+fb2
a; = by — &by = bo = a1 + &by
ag =1 — &by = r = ag + &bo
Tedy,
bp—1=an

bp—2 = an_1 + fan
bn—3 =ap—2+ f(an—l + éan)

by =az+&(az +&(as + -+ &(an—2 +&(an—1 +&an)) -+ -))
bo = a1 +&(az +&(az + -+ {(an—2 +&(an—1 +&an)) -+ -))
r=ao+E&ar+&(az + -+ &(an—2 + {(an—1 + an)) -+ )).

Pro vypocet je praktické usporadat si koeficienty, jak znamé a,,...,a1,ag, &, tak hle-
dané b,_1,...,b1,bg,r, do tabulky (schématu) tak, ze v prvnim rddku jsou koeficienty
polynomu f, do druhého fadku postupné piseme £-ndsobky vypocitanych koeficientu po-
lynomu ¢ a do tfetiho fadku napiSeme £ a potom postupné soucty hodnot v prislusnych
sloupcich v prvnich dvou tadcich, tedy koeficienty polynomu ¢ a také hodnotu r = f(§).

an an—1 Ap—2 a2 ai agn
Ebn_1 Ebp_2 Eba £by Ebo

El an | an—1+E&n-1|an—2+Ebp_2 as + &by | ag + &by | ap + Ebo
= bp—1 =bp_2 =bp_3 =b =bo =7

Takto Ize tedy spocitat ¢asteény podil ¢ a zbytek r pti déleni polynomu f polynomem

x — &, ¢ili také f(&) = r, a ovérit tak, napiiklad, zda £ je kofenem polynomu f.

¢ a k pfevodu c¢isla z nedesitkové do desitkové soustavy.

Navic, Hornerovo schéma lze pouzit pro nalezeni hodnot derivaci polynomu f v bodé
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5. GRUPY

5.1. Binarni operace

‘Deﬁnice 5.1.1. Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X. ‘

Jedn4 se tedy o zobrazeni, které kazdé usporadané dvojici prvka z X pfitazuje néjaky
prvek z X. Bindrni operace se Casto oznacuji symboly #,+,-,0 a hodnota takového
zobrazeni oznaceného napiiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto *(x,y)).

Priklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnozina vSech celych nezdpornych ¢isel. Zobra-

zeni +: Ny x Ny — Ny, které usporadané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezapornych

¢isel pritadi jejich soucet x + y € Ny, je binarni operace na Njy.

(2) Soucet a sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C.

(3) Na mnoziné R? viech uspofddanych dvojic redlnych éisel bindrni operace séitani:
(w1, 72) + (Y1,92) = (1 + Y1, 72 + ¥2).

(4) Na kone¢né mnoziné lze zadat bindrni operaci tabulkou. Napiiklad, necht X =
{0,1,2} a binarni operace + na X je zaddna takto

+10 1 2
0(0 1 2

tedy napiiklad 1+ 2 = 0.

171 2 0
212 0 1
(5) Mnozina M, x,(P) matic stejného typu s operaci soucet matic.
(6) Mnozina M,,(P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci souc¢in matic.
(7) Mnozina P[z] vSech polynomu s operaci soucet nebo sou¢in polynoma.
(8) Mnozina XX vsech zobrazeni X — X s operaci o sklddani zobrazeni.
(9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu vSech podmnoZin mnoziny X . Sjedno-
ceni, prunik a symetricky rozdil mnozin jsou bindrni operace na mnoziné P(X). O

Definice 5.1.2. Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,z € X plati

rx(y*xz)=(x*xy)*z.

Muzeme tedy pséat bez zdvorek x * y * z.

Definice 5.1.3. Binarni operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
z,y € X plati

TxY =Y * T

Priklad. (1) Soucet a sou¢in na mnozinidch Ny, Z, Q,R, C jsou asociativni i komuta-
tivni.
2) Soucet na mnoziné R? je asociativni i komutativni.

) Soucet matic na mnoziné M, «,(P) je asociativni i komutativni.

N

(
(3
(4) Sou¢in matic na mnoziné M, (P) je asociativni, ale neni komutativni.

(5) Soucet a soucin polynomu na mnoziné P[z] jsou asociativni i komutativni.

(6) Skladani zobrazeni na mnoziné X~ je asociativni. Komutativni je pravé tehdy,
kdyz X je jednoprvkovd mnozina (cviceni).
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(7) Sjednoceni, prunik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. O

Definice 5.1.4. Bud' * bindrni operace na mnoziné X. Prvek e € X je neutrdlni prvek
operace %, jestlize pro kazdy prvek xz € X plati

rT*xe=T=€e*xT.

Tvrzeni 5.1.1. Kazdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Dukaz. Jsou-li eq, es neutralni prvky operace *, pak es = e1 * ex = €;. O

Priklad. (1) Neutralni prvek operace soucet na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 0.

(2

Neutralni prvek operace sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 1.

A

)
3) Neutralni prvek operace soucet na mnoziné R? je (0,0).
)

(4

Neutralni prvek operace soucet matic na mnoziné M, x,(P) je nulovd matice
prislusného typu, tedy 0., xn.
(5) Neutralni prvek operace sou¢in matic na mnoziné M, (P) je jednotkovd matice
prislusného typu, tedy FE,.
(6) Neutralni prvek operace soucet polynomu na mnoziné P[x] je polynom 0.
(7) Neutralni prvek operace sou¢in polynomu na mnoziné P[z] je polynom 1.
(8) Neutralni prvek operace skladani zobrazeni na mnoziné X X je identita idx.
(9
(
(

10) Neutrélni prvek operace prunik mnozin na mnoziné P(X) je X.

Neutrdlni prvek operace sjednoceni mnozin na mnoziné P(X) je (.

11) Neutrélni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je (. O

Definice 5.1.5. Bud x bindrni operace na mnoziné X, e € X jeji neutrdlni prvek.
Prvek x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, ze

TxY=yYy*xx =e€.

Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku z vzhledem k operaci *.

Tvrzeni 5.1.2. KazZdy prvek mnoziny s asociationi bindrni operaci md vzhledem k této
operaci nejuyse jeden inverzni prvek.

Dukaz. Je-li e neutralni prvek operace * a jsou-li y1, y2 inverzni prvky k prvku z, pak
y=yrxe=yr*x(xxy2) = (y1 *T) % Y2 = € x Y2 = Ya. O
Inverzni prvek k prvku z se obvykle znaéi ~1. Pouze u operace + se znaéi —z a ik
se mu opacny.

Cviceni. Piimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze

el=c a (@) 1=u O

Priklad. (1) Inverzni prvek k ¢éislu z vzhledem k operaci souc¢et na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opacné —z (pokud v piislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu z vzhledem k operaci sou¢in na mnozinich Ny, Z, Q, R, C je
pievracend hodnota ! (pokud v pifslugné mnoziné existuje).

(3) Inverznf prvek k dvojici (x,y) € R? vzhledem k operaci soucet je (—x, —y).
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(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci soucet matic na mnoziné M, xn (P)
je opacnd matice —A.

(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci sou¢in matic na mnoziné M, (P) je
inverzni matice A~! (je-li A invertibilni).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci sklddani zobrazeni na
mnoziné X% je inverzni zobrazeni f~!, pokud toto inverzni zobrazeni existuje.

(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. O

Neutralni prvek operace * je 0 a

1¥2=2+x1=0 a 2x2=0.

Cili 1 a 2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni 5.1.2 to znamend, 7e operace * neni
asociativni. A skute¢né, napriklad,

(I1x1)*2=2%2=0 zatimco 1%(1%2)=1%0=1. O

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Mnozina G s binarni operaci *: G x G — G je grupa, jestlize
(1) operace * je asociativni,
(2) v mnoziné G je neutrdlni prvek operace *,
(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci .

Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativni.

Grupa G s bindrni operaci *, neutralnim prvkem e a oznacenim inverzntho prvku ~*
se nékdy zapisuje (G, *, e, ~1), nékdy jen (G, ) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jednd, nékdy se hovoii jen o grupé G.

Grupa s bindrni operaci oznacenou + se nazyva aditivni (pouzivé se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s bindrni operaci oznacenou - se nazyva multiplikativnd.

Ozna¢me Q* = Q\ {0} a obdobné v piipadech R*, C*

Priklad. (1) Mnozina Z s operaci soucet je grupa. Stejné tak Q, R, C.

(2) Mnozina Ny s operaci soucet neni grupa.
nozina Q* s operaci soucin je grupa. Stejné ta ,C*, adnd redlnd cisla).
3) Mnozina Q* { soucin j Stejné tak R*, C*, Ry (kladnd redlnd ¢isl
(4) Mnozina Z \ {0} s operaci sou¢in neni grupa. Stejné tak Q, R, C.
(5) Mnozina R? s operaci soucet je grupa.
(6) Mnozina My, x,(P) s operaci soucet je grupa.
(7) Mnozina M,,(P) s operaci souéin neni grupa.
(8) Mnozina GL, (P) invertibilnich matic typu n x n s operaci soucin je grupa (nazyva

se obecnd linedrni grupa).
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(9) Mnozina X~ s operaci skldddni zobrazeni neni grupa.

(10) Mnozina vsech bijektivnich zobrazeni X — X s operaci sklddédni je grupa. O

Tvrzeni 5.2.1. Bud (G,*,e, ') grupa. Pak pro libovolnd x,y € G plati:

1 1

(1) Jestlize xxy =e, paky=2a"", x =y

(2) (xxy) ' =y txal

Dikaz. (1) Jestlize zxy = e, pak y = exy = x~
druhd rovnost (cviceni).
(2) Plyne z rovnosti z x y* y L x 27! = e a (1). O

1 1

xx*y =a ' xe =z L Podobné

Poznamka. Bez predpokladu existence inverze ke kazdému prvku nejde o grupu a impli-
kace v bodé (1) v Tvrzeni 5.2.1 nemusi platit, viz nésledujici piiklad (1), ale v nékterych
pripadech i presto plati, viz nésledujici piiklad (2).

Pi#iklad. (1) Oznaéme I = [0,1] a mé&me mnozinu I? véech zobrazeni I — I s operaci
skladani a neutralnim prvkem id;. Necht f,g € I jsou takova, ze

[ 2z proz€]0,3], 1
f(:v)—{ 1 prowe[%,l], g(a:)—23: prox € I.

Potom sice f o g =idy, ale

T prozx € 0,3 1 C
(gOf)(x):{ % prOxEE’,ﬂ: a f71, ¢ ! neexistuji.

(2) Mnozina M,,(P) s operaci soucin sice neni grupa, piesto pro libovolné dvé matice
z My, (P) bod (1) v Tvrzeni 5.2.1 plati, viz Tvrzeni 1.4.3. O

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud (X, #,e, ') grupa, bud Y C X podmnozina takov, ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 *y2 € Y]
(2) e€;
(3) jestlize y € Y, pak y~! € Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy ikéd wzavrenost mnoziny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavrenost mnoziny vzhledem k inverzi.

Je-li Y podgrupa grupy (X, *, e, ~!) a je-li ¥y zzeni operace * na podmnozinu Y x Y,
pak (Y, *y,e, ~1) je grupa. Zizen{ operace na podmnozinu se obvykle znaéi stejné jako
puvodni operace.

Piiklad. (1) Kazdd grupa (X,*,e,~!) mé podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se
nazyvaji trividini podgrupy.

(2) Aditivni podgrupy (Z,4+,0,—) C (Q,+,0,—) C (R,+,0,—) C (C,+,0,—).

(3) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,71) c (R* - 1,71 c (C*-,1,71).

(4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*
(5)
(6)

Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*
Mnozina {(z,2r) € R? |z € R} je podgrupa grupy R? s operaci soucet.
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(7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(z,y) € R?|z,y € R, z?+y? < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci soucet. O

Tvrzeni 5.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupaY. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Bud'te X grupa a'Y,Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.

Dikaz. Cviceni. O

Cviceni. Pokud prunik prazdného systému podmnozin mnoziny X je mnozina X, po-
tom prunik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. O

5.4. Podgrupy aditivni grupy Z

Najdeme vsechny podgrupy aditivni grupy Z = (Z,+,0, —). Pro celé nezdporné ¢islo
m € Ny oznac¢me

mZ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.

Tvrzeni 5.4.1. Mnoziny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivnd grupy Z a jiné podgrupy
v Z, nejsou.

Diikaz. Bud m € Ny libovolné. Ukédzeme, ze mZ je podgrupa. Pro libovolné mk, ml €
mZ plati mk+ml = m(k+1) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ vzhledem
ke s¢itdni. Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk € mZ plati —(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokdzdna uzavienost mnoziny mZ
vzhledem k inverzi (opa¢nym prvkum).

Bud B C Z libovolna podgrupa grupy Z. UkdZeme, Ze B je rovna nékteré podgrupé
mZ. Jelikoz B je podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). Predpokladejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje
kladné ¢islo by € B, bud by = b, nebo by = —b (—b € B, protoze B je podgrupa).
Oznaéme m nejmensi kladné c¢islo v B (v kazdé neprdzdné mnoziné kladnych celych
¢isel existuje nejmensi ¢islo).

Dokazeme, ze toto ¢islo m je hledané cislo, pro néz B = mZ. Nejdiive ukazeme,
ze mZ C B. Jiz vime, ze 0 € B a m € B. Predpokladejme, ze mk € B. Potom
im(k+1) = mk+m € B a diky matematické indukci dostdvame, ze mk € B pro kazdé
k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi v B, a tim je ukdzéano, ze v8echny prvky
mnoziny mZ lezi v B.

Zbyva dokézat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a predpokladejme, ze b ¢ mZ. Pak
existuji q,r € Z takova, ze

b=mqg+r a 0<r<m.

Tedy, r = b—mgq = b+m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coz je v rozporu s definic{
prvku m. Proto b € mZ. O

5.5. Faktorové grupy

‘Deﬁnice 5.5.1. Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského souc¢inu X x X.

Je-li p relace, misto ,(x,y) je v relaci p“ se obvykle 1ika ,z je v relaci p s y“ a misto
(z,y) € p se obvykle pise x py.
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Definice 5.5.2. Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je
(1) reflexivni, tj. z p x pro kazdé x € X,
(2) symetrickd, tj. x py implikuje y p ,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje z p z.

Definice 5.5.3. Bud'te = relace ekvivalence na mnoziné X a z,y € X. Jestlize x = y,
potom x je ekvivalentni y vzhledem k =. Mnozina

{yeX|z=y}
vSech prvkua ekvivalentnich prvku z je trida ekvivalence piislusnd x vzhledem k =,
oznacujeme ji [x]= nebo jen [z], je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jednd, tedy

[zl ={y e X |z =y}

Definice 5.5.4. Bud = relace ekvivalence na mnoziné X. MnoZina
{[z]= |z € X}

vSech pifslusnych tifid ekvivalence je faktorovd mnoZina vzhledem k =, oznacujeme ji
X= nebo jen X, je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jednd, tedy

X= = {[z]= |z € X}.

Poznamenejme, ze X je rozklad mnoziny X, to znamend, Ze mnoziny [z] jsou ne-
prazdné, po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je X.

Definice 5.5.5. Budte X mnozina s bindrni operaci * a = relace ekvivalence na
mnoziné X. Relace = je kongruence na X s *, jestlize plati podminka kompatibility, ¢ili
implikace

jestlize x1 = x9 a y1 = yo, pak x1 *x Y1 = To * Yo,
nebo ekvivalentné

jestlize [v1] = [z2] a [y1] = [y2], pak [z1 * y1] = [22 * yo].

Tvrzeni 5.5.1. Bud'te = kongruence na mnoZiné s asociativni bindrni operaci a x,vy
tnwvertibilng proky. Pak plati implikace

jestlize v =y, pakz =y !
nebo ekvivalentné zapsdno

jestlize [x] = [y], pak [z~ =[y™"].
1z podminky kompatibility dosta-
Lxysxzltedyy =2l O

Diikaz. Necht z = y. Jelikoz x ' =z tay =y~
neme zxr ' =yxax Ltedye=yxaxLay lxe=y

Piiklad. (1) Méjme grupu (Z,+,0, —) a relaci = na Z danou ptedpisem: x = y prévé
tehdy, kdyz x, y jsou obé sudé nebo obé lich4, tedy Z = {[0], [1]}. Potom = je kongruence
na Z s +, protoze soucet jakychkoliv sudych ¢&isel je sudé ¢islo, soucet jakychkoliv dvou
lichych ¢isel je sudé ¢islo a soucet jakéhokoliv sudého ¢isla a jakéhokoliv lichého ¢isla je
liché ¢islo.
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(2) Mégjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou predpisem: x = y pravé tehdy,
kdyz x,y jsou obé zdporna nebo obé kladna nebo obé nulova, tedy Z = {[—1], 0], [1]}.
Potom = je relace ekvivalence, plati implikace

jestlize x =y, pak —x = —y,

ale existuji o1, x2,y1,y2 € Z takova, ze x1 = x2 a y1 = yo, ale x1 + y1 Z 22 + yo. Cili =
nesplinuje podminku kompatibility a neni to tedy kongruence na Z s +.

(3) Mgjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou predpisem: z = y pravé tehdy,
kdyz ,y jsou obé zaporna nebo obé nezéporna, tedy Z = {[—1], [0]}. Potom = je relace
ekvivalence, ale existuji x,y € Z takova, ze x = y, ale —x Z —y. Podle Tvrzeni 5.5.1 =
neni kongruence na Z s +, a nespliiuje tedy podminku kompatibility. O

Maéme-li kongruenci a t¥idy [z], [y], pak diky podmince kompatibility tiida [z * y] je
jednoznac¢né uréena tiidami [z], [y], ¢ili nezdvisi na konkrétnim vybéru jejich prvkua x,y
(reprezentantu). Na mnoziné X tedy muzeme zavést binarni operaci * predpisem

[2]¥[y] = [x x y]. (10)

Priklad. Méjme grupu (Z,+,0,—) a na ni kongruezlci danou predpisem: x = y pravé
tehdy, kdyz z, y jsou obé sudd nebo obé lichd, tedy Z = {[0], [1]}.

Na Z méme bindrn{ operaci + definovanou ptedpisem (10), tedy [z]+[y] = [z + y].
Takze

[0]+[0] = [0 + 0] = [2 + 6] = [8 + (—14)] = [0],
[0]+[1] = [0+ 1] = [2+ 7] = [(-6) + 11] = [1],
[1]+[0] = [1+0] = [7 + 6] = [17+ (-2)] = [1],
]+ =[1+1]=B3+13] =[(-7) +5] = [0]. O

Tvrzeni 5.5.2. Méjme kongruenci na mnoZiné X s bindrni operaci x. Bud % bindrni
operace na X definovand predpisem (10). Potom
(i) je-li * asociativni, pak * je asociativni;
(i1) je-li e neutrdlni prvek =, pak [e] je neutrdini prvek *;
(iii) je-li =1 inverze k x vzhledem k x, pak [x~!] je inverze k [x] vzhledem k %;
(iv) je-li x komutationi, pak * je komutativnd.

Diikaz. (i) Jestlize * je asociativni, potom pro libovolné tiidy [z], [y], [2] € X plati

takze * je asociativni. .
(ii) Jestlize e je neutrdlni prvek oparace *, potom pro libovolnou t¥idu [z] € X plati

takze [e] je neutrdlni prvek operace *.
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(iii) Jestlize 2! je inverzni prvek k x vzhledem k *, pak
)3z = [z x 271 = [e],
o™ ¥ [z] = [27 x 2] = [e],

takze [z7!] je inverzni prvek k [z] vzhledem k operaci %.
(iv) Z (10) je zfejmé, ze je-li * komutativni, pak i * je komutativni. O

Dasledek. Pro kazZdou (komutationi) grupu a kaZdou kongruenci na této grupé prislu-
$nd faktorovd mnoZina s operaci definovanou predpisem (10) je (komutativni) grupa.

Dukaz. Tvrzeni je jednoduchym dusledkem pfedchoziho tvrzeni. O

Jelikoz kazdy prvek mnoziny s asociativni operaci mé nejvyse jeden inverzni prvek,
viz Tvrzeni 5.1.2 nebo Tvrzeni 5.5.1, t¥ida [z7!] je v takovém pifpadé jednoznaéné
urcena tiidou [x], ¢ili nezdvisi na konkrétnim vybéru jejiho prvku z, a proto je korektni
ji oznacovat [z] "

Definice 5.5.6. Faktorovd mnozina s operaci definovanou piedpisem (10) z predcho-
ziho Dusledku je faktorovd grupa.

Pi#iklad. Méjme grupu (Z,+,0,—) a na ni kongruenci danou predpisem: z = y prévé
tehdy, kdyz z, y jsou obé sud4 nebo obé lich4, tedy Z = {[0], [1]}-

Na Z méme asociativn{ binarni operaci +: [z]+[y] = [z + ], neutrdlni prvek operace
+ je [0] a opa¢ny prvek —[x] k prvku [z] je [—z], ¢ili —[0] = [0], —[1] = [-1] =[1]. O

5.6. Zbytkové tridy
Mgéjme aditivni grupu (Z,+,0,—) a bud m libovolné piirozené (kladné celé) éislo.
Definujme relaci =,,, na Z pfedpisem:
T =, y pravé tehdy, kdyz x — y je celo¢iselny nasobek ¢&isla m
(¢ili m | (z — y) a existuje tedy k € Z takové, ze x —y = km a x = y + km).
Potom =,, je relace ekvivalence (cviceni), piislusné tiidy ekvivalence [i]=,, se znaéi
[i]m &

(2] ={-2+km|keZ}={..,—2—-2m,—2—m, -2, -2+ m,—2+2m,...},
[l ={-1+km|keZ}={..,—1-2m,—1—m,—1,—14+m,—142m,...},
O]y ={km|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...},
]

]

M ={14+km|keZ}={...,1—-2m,1—m,1,14+m,1+2m,...},
Rlm={2+km|keZ}={...,2—2m,2 —m,2,24+ m,2+2m,...},

[i]m ={t+km|keZ}={...,i—2m,i—m,i,i+m,i+2m,...},

Proi € {0,...,m—1} tiida ekvivalence [i],, obsahuje pravé ta celd ¢isla, po jejichz celo-
¢iselném déleni ¢islem m ¢islo @ je zbytek. Ttiddm [i],,, kde i € {0,...,m — 1}, se proto
fiké zbytkové tridy. PTi déleni ¢islem m vSechny mozné zbytky jsou praveé 0,1,...,m—1,
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takze kazdé celé ¢islo lezi v préavé jedné ze zbytkovych t¥id [0],, [1]m, ..., [m — 1]n.
Priislusnd faktorovd mnozina Z=,, se znaci Z,,, tedy

Lo = {[0]ms Ly - - s [m — ] }-

Ovérime, zda =, je kongruence na aditivni grupé Z, ¢ili podminku kompatibility.
Predpokladejme, ze [z1]m = [z2]m & [y1]m = [y2)m. To znamend, ze xzo € [z1]m a
Y2 € [Y1]m, ¢ili xo = x1 + km, y2 = y1 + Im pro vhodnd k,l € Z. Potom x2 + y2 =
1 +km+yr+Im =z +y1+ (b +1)m € [21 + y1]m, a tedy [21 + y1]m = [T2 + Y2m-

Na mnoziné Z,, tedy méame bindrni operaci + (znaci se obvykle stejné jako ptuvodni
operace) podle (10)

[]im + [W]m = [z + Ylm

a piislusnd faktorova grupa (Z,+,[0]m, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych
trid modulo m.

Na mnoziné Z uvazujme operaci -, kterd je asociativni a méa neutralni prvek 1. Ovéfime
podminku kompatibility pro operaci -.

Predpokladejme, ze [z1]m = [22]m a [y1]m = [y2]m. To znamend, ze xo = x1 + km,
y2 = y1 +Im pro vhodnd k, ! € Z. Potom x9 - yo = (z1+km) - (y1 +Im) = x1y1 + (ky1 +
lxy 4+ klm)m € [x1y1]m, a tedy [z1y1]m = [22Y2]m.

Na Z, tedy méme i bindrni operaci - podle (10)

(] - [W]m = [T Ylm-

Podle Tvrzeni 5.5.2 operace - na mnoziné Z,, je komutativni, asociativni a ma ne-
utralni prvek [1],,. Faktorovd mnozina Z,, s operaci - a neutralnim prvkem [1],, je komu-
tativni multiplikativni monoid zbytkovijch trid modulo m (monoid je mnozina s asocia-
tivni bindrni operaci a neutralnim prvkem). Otdzka existence inverzi vzhledem k operaci
- neni tak jednoduché jako v pripadé operace +.

Tvrzeni 5.6.1. Prvek [z],, € Zy,, md inverzi vzhledem k operaci - prdvé tehdy, kdyz x
a m jsou nesoudélnd, tedy jejich nejuétsi spoleény délitel D(xz,m) je 1.

Diikaz. Predpokladejme, ze [y]nm, je inverze k [x]y,, tedy [Z]m - [Y]lm = [2y]m = [1]m. Takze
xy + km = 1 pro vhodné k € Z a kazdy spoleény délitel ¢isel z a m je délitel i ¢isla 1.
Proto D(z,m) = 1.

Piedpokladejme, ze D(x,m) = 1. Podle Bézoutovy véty existuji ¢isla y, k € Z takova,
ze D(x,m) = zy + km, tedy 1 = zy + km, takze (1], = [2y]m = [Z]m - [Y]m & [y]m je
inverze k [x]n,. O

Piiklad. Necht m = 5. Nésledujici tabulka naznaéuje rozlozeni mnoziny vsech celych
¢isel do péti tiid:

05 -9 0 5

—_
(@

]
e~
—_
D

2
3
4

Tt
Cl)o
\)
-

at

1
[\
w
co

]
]
]
]
]

5 -1 4 9
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Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky

+ |05 [1]s [2]5 [3]5 [4]s - | [0]s [1s 25 B85 [4]s
05 [ [0]s [1s [2ls [3]s [4]5 [0]5 [ [0]5 [0]5 [0]s [O]5 [O]s
(s | s [2]s [3]5 [4]s [0]5 resp [As | [0)s (s [2s (35 [4ls
25 | [2]s [8]s [4]s [0]s [1]5 25|05 [25 [ [Us [35
35 [ 3]s [4ls [0s [1]s [25 B85 [ [0]s [38]s [ls [4ls [2]5
[4]5 [ [4]s [0]s [1s [2l5 [35 [4]5 [ [0]s [4s B85 [2s [15

Piiklad. Nechf v nékterém roce piipada Stédry den na stfedu. Neni-li nasledujici rok
piestupny, potom v ném Stédry den piipadé na ctvrtek, protoze 365 = 52 - 7+ 1, tedy
[365]7 = [1]7. Je-li nasledujici rok piestupny, potom v ném Stédry den pfipadé na patek,
protoze 366 = 52 - 7+ 2, tedy [366]7 = [2]7. O
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6. OKRUHY A POLE

Definice 6.0.1. Mnozina P se dvémi bindrnimi operacemi + a - je okruh, jestlize
(1) + a - jsou asociativni a komutativni operace,
(2) + méd neutrédlni prvek, zna¢ime ho 0,
(3) - mé neutrdlni prvek ruzny od 0, zna¢ime ho 1,
(4) ke kazdému prvku z existuje inverzni prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné z,y,z € Pplati z- (y+z2) =z -y+z- 2.
Pokud navic
(6) ke kazdému prvku z # 0 existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -,

mnozina P s operacemi + a - je pole.

Inverzni prvek k x vzhledem k operaci + se nazyva opacény k x a znaci se —z. Inverzni
prvek k x vzhledem k operaci - se znaéf 2L
Podminka (5) v pfedchozi definici je distributivni zdkon.

Pi#iklad. (1) Mnoziny Q, R, C s operacemi soucet a souéin jsou pole.
(2) Mnozina Z s operacemi soucet a soucin je okruh, ale neni pole.
(3) Mnozina Ny s operacemi soucet a soucin neni okruh.
(4) Mnozina P[z] s operacemi soucet a sou¢in polynomu je okruh, ale neni pole.
(5) Mnozina M,,(P) s operacemi soucet a sou¢in matic neni okruh.
(6) Prokazdé m € N mnozina Z,, zbytkovych tiid s operacemi soucet a soucin je okruh.
Totiz, Z, spliuje podminky (1)—(4) z definice okruhu podle kapitol 5.5 a 5.6 a to, ze
spliiuje i distributivni zékon (5), lze snadno ovérit (cviceni).
(7) Okruh Z,, zbytkovych tiid je pole pravé tehdy, kdyz m je prvocislo (viz Tvr-
zeni 6.0.1).
Necht P = {0,1} a bindrn{ operace + a - na P jsou takové, ze

+10 1
0(0 1 a 00 0
110 1

Pro operaci + neutralni prvek je 0 a inverzni (opac¢né) prvky jsou —0 =0 a —1 = 1.
Pro operaci - neutralni prvek je 1 a inverzni prvek k 1 je 1 (1=! = 1), inverzni prvek k 0
neexistuje. Mnozina {0, 1} s témito operacemi je pole.

(9) Necht P ={0,1,2,3} a bindrni operace + a - na P jsou takové, Ze

+]0 1 2 3 -J0 1 23
0/0 1 2 3 0/0 0 0 O
111 2 3 0 a 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 2 1
Potom neutralni prvek operace + je 0, neutralni prvek operace - je 1 a
—0=0 0~! neexistuje
-1=3 171 =
—2=2 & 2~ ! neexistuje
-3=1 371=3
Mnozina {0, 1,2,3} s témito operacemi je okruh, ale neni pole. O

Tvrzeni 6.0.1. MnozZina Z,, zbytkovich tiid je pole prdvé tehdy, kdyz m je prvoéislo.
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Diikaz. Podle piedchoziho Piikladu (6) Z,, je okruh. Cislo 1 nenf prvoéislo a Z; neni
pole (cviceni). Bud m > 1. Zbyvd4 ukézat, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje
inverzni prvek vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Piedpokladejme, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje inverze. Podle Tvr-
zeni 5.6.1 kazdé takové x je nesoudélné s m, tedy m je prvocislo.

Na druhou stranu, je-li m prvocislo, pak kazdé x € Z takové, ze [x],, # [0]m, je
nesoudélné s m. Opét podle Tvrzeni 5.6.1 [z}, mé inverzi.

Jiny dukaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [?, 3. Pole]. O

Takze, napiiklad, Z4 neni pole. CtyFprvkové pole ale existuje, viz nasledujici pifklad.

Piiklad. Necht X = {0,1,a,b} a bindrn{ operace + a - na X jsou takové, ze

+]0 1 a b |01 a b
0/]0 1 a b 0/(0 0 0 O
111 0 b a a 1{0 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 b|0O b 1 a
Mnozina X s témito operacemi + a - je pole. ]

Poznamka. Bud n libovolné pfirozené &islo. Potom existuje n-prvkové pole pravé
tehdy, kdyz n je mocnina prvocisla, ¢ili n = p* kde p je prvoéislo a k je pFirozené
¢islo.

Tvrzeni 6.0.2. Bud P okruh. Pak pro libovolné prvky x,vy,z € P plati
(i) x-0=0;
(ii) x- (1) = —x;

(iti) v- (y—2)=z-y—x- 2.

Dukaz. (i)
z-0=2-0+0= O0=2z-04(—(xz-0)))
=2-0+2-0+(—(x-0)) =
=z-(0+0)+(—(z-0)) =

=z-04+(—(z-0)=0

(i)
(-)=xz-1+z2-(-1)=z2-1+(-1)=2-0=0
z-(-)4+zx=z-(-1)+z-1=z-(-14+1)=2-0=0

takze - (—1) = —x.
(iii) Cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze v kazdém okruhu plati:
(1) (=1)-(-1) =1,
2) (—z)-y=2z-(-y)=—(z-y) O

Tvrzeni 6.0.3. Bud P pole a budte x,y,z € P.
(1) -y =0 prdvé tehdy, kdyz x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestlizex-y=x-z ax#0, paky = z.
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Dukaz. (1) Jestlize x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeni 6.0.2(i) také = -y = 0.
Necht z -y = 0. Pfedpoklddejme, Ze jeden z prvku z,y je nenulovy, napiiklad x # 0.
Potom s vyuzitim Tvrzeni 6.0.2(i) dostaneme

y:ly:(;pilx)y:xfl(xy):gjflozo

y=1-y= l=2"" 2
=z toz.y= (r-y=x-2)
=z t.g. 2= (z7'z=1)
=1l-z=2z g

Pi#iklad. (1) V piikladu (9) mdme okruh, vnémz 2-2=0a2-1=2-3. To ukazuje,
ze predchozi tvrzeni neplati pro okruhy.

(2) Pro okruh Plz] ale predchozi tvrzeni plati, viz kapitolu o polynomech. O

Obdobné jako v kapitole 5 P* ozna¢uje mnozinu P\ {0}.

Je-li P okruh, pak P s operaci + je komutativni grupa. Pro pole mame navic nasle-
dujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.0.4. Je-li P pole, pak P* s operaci - je komutativni grupa.

Diikaz. Budte z,y € P* tedy z # 0 a y # 0. Podle Tvrzeni 6.0.3(1) = -y # 0, tedy
x -y € P* a mnozina P* je uzaviena vzhledem k operaci -. Zbytek tvrzeni plyne z toho,
Ze operace - je asociativni a komutativni, 1 € P* je neutrdlni prvek, kazdy nenulovy
prvek je invertibiln{ a pfislusné inverze jsou nenulové. O

Stejné jako mame podgrupy grup (a podstruktury dalsich algebraickych struktur),
existuji podokruhy okruht a podpole poli. Zminime jen podpole.

Definice 6.0.2. Bud’ P pole. Bud Q C P podmnoZina takovd, ze

(1) 0,1 € @;

(2) je-lliz,ye Q,pakx+y € Q azxy € Q;

(3) je-liz € @, pak —x € @Q;

(4) jelliz € Q, x #0,pak 27! € Q.
Potom @ je podpole pole P.

Aby podmnozina pole byla podpole, musi obsahovat neutralni prvky obou bindrnich
operaci, musi byt uzaviend vzhledem k obéma binarnim operacim a musi byt uzaviena
vzhledem k inverzim vzhledem k obéma binarnim operacim.

Kazdé podpole je pole.
Ptriklad. (1) Pole Q je podpole poli R a C. Pole R je podpole pole C.
(2) Z neni podpole pole Q, nebot neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci -.
(3) Mnozina {0,1} neni podpole pole Q (a samoziejmé ani R a C), protoze 1 + 1 =
2 ¢ {0,1}. Ackoliv, jak uz vime, na mnoziné {0, 1} lze definovat operace soucet a soucin
tak, Ze to je pole. O

‘Deﬁnice 6.0.3. Podpole pole C je ciselné pole.
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7. USPORADANI A SVAZY

7.1. Usporadané mnoziny

Definice 7.1.1. Relace p na mnoziné X je usporddani, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé =z € X,
(2) antisymetricka, tj. = py, y p z implikuje = = y,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje z p z.

Potom dvojice (X, p) je usporddand mnozina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X relace = je usporadani.

(2) (N,<), (Z,<) (R, <), kde < je obvyklé uspofadani podle velikosti, jsou usporadané
mnoziny.

(3) Budte X mnozina a P(X) mnozina viech podmnozin mnoziny X. Inkluze C je
usporddani na P(X).

(4) Relace | (déli) na mnoziné N (tj. = | y pravé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
ze r -n = y) je usporadani, nazyva se relace délitelnosti. Je ziejmé, ze tato relace je
reflexivni a tranzitivni.

Ukézeme, zZe | je i antisymetricka relace. Pfedpokladejme, ze x | y a y | =, tedy
existuji m,n € N takové, ze xm = y a yn = x. Potom zmn = x a jelikoz = # 0, mn = 1.
V pfirozenych ¢&islech to 1ze jediné tak, zem=1lan=1.Tedy x =z -1 =y.

Upozornieme, ze obdobné definovand relace délitelnosti na Z neni antisymetricka,
protoze 1 # —1, prestoze 1 | —1 a —1 | 1 (rovnice mn = 1 ma v celych ¢islech dalsi
fesenim=—1an=—1). O

Bud p uspoiddani na mnoziné X. Inverzni (opaénd) relace p~! (tj. relace definovana
piedpisem ,z p~! y pravé tehdy, kdyz y p x“) je také usporadani. Nazyvé se dudini
uspordddni. Mame-li uspofadani <, potom dudlni uspoiddani <~ se oznacuje symbolem
>. Podobné je to se symboly C atp.

Definice 7.1.2. Bud (X, <) uspofddand mnozina, Y C X. Relace <y na mnoziné¢ Y
zadand predpisem = <y y < z < y je indukované uspordiddni na mnoziné Y a znadci
se rovnéz <.

Definice 7.1.3. Prvky x,y uspofadané mnoziny jsou srovnatelné, plati-li x < y nebo
y < z. Uspofadand mnozina je fetézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky srovnatelné.

Piiklad. (R, <), (Z,<) (N, <) jsou Fetézce. O

Bud < uspoiaddni na X. Oznac¢me x < y, jestlize z < y a zdroveni x # y. Déle
zavedme oznaeni x <y, jestlize z < y a neexistuje z € X takové, ze x < z, z < y. Je-li
x <y, pak fikdme, Ze x je bezprostiednim predchudcem y, nebo y pokryjvd x.

Priklad. (1) V mnoziné N s pfirozenym usporddénim podle velikosti plati 1 < 2 a 1<2,
1 < 3, ale neplati 1< 3.

(2) V mnoziné N s relaci délitelnosti 6 pokryva 3.

(3) V mnoziné Q vsech raciondlnich ¢isel s pfirozenym uspofaddnim podle velikosti
neplati z <y pro zadnou dvojici x,y € Q. Pro libovolné x,y € Q takové, ze x < y, plati
z=1z+y)€eQar<z z<y. O
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Konec¢nou uspofadanou mnozinu (X, <) muzeme znézornit diagramem. Prvky mno-
ziny X znazornime jako body v roviné. Prvky x,y spliiujici x <y vyznaéime tak, ze x
lezi nize nez y a spojime je useckou.

7 diagramu pak muzeme urcit uspofadani mnoziny X: x < y pravé tehdy, kdyz x lezi
nize nez y a existuje zdola nahoru smérujici koneéna posloupnost na sebe navazujicich
usecek z bodu x do bodu y.

Priklad. V usporddané mnoziné Y = {a,b,c,d} s diagra- a b
mem vpravo plati: \ /
e d<c,cda, cab, c
e d < a, ale nikoliv d < a, |
e prvky a,b nejsou srovnatelné. d U

Definice 7.1.4. Bud (X, <) usporddand mnozina, Y C X. Prvek z € X je
e dolni zdvora mnoziny Y, je-li x < y pro kazdé y € Y;
e horni zdvora mnoziny Y, je-li y < x pro kazdé y € Y.

Priklad. V uspofdadané mnoziné Y z piedchoziho pifkladu plati:
e ¢, d jsou dolni zédvory podmnoziny {a, b},
e podmnozina {a, b} nema zidnou horni zdvoru. O

Definice 7.1.5. Bud (X, <) uspoiddand mnozina. Prvek z € X je
e nejmensi (minimdlngd) prvek mnoziny X, je-li z < y pro kazdé y € X, v ta-
kovém piipadé piSeme xr = min X;
o nejuétsi (mazimdlnt) prvek mnoziny X, je-li x > y pro kazdé y € X, v takovém
piipadé piseme r = max X.

Piiklad. V usporddané mnoziné Y z predchoziho piikladu plati:
e d je jeji nejmensi prvek,
e jeji nejvétsi prvek neexistuje. g

Cviceni. Kazda uspofadand mnozina ma nejvyse jeden nejvétsi prvek a nejvyse jeden
nejmensi prvek. O

Definice 7.1.6. Bud (X, <) uspoiddand mnozina, Y C X. Prvek z € X je
e infimum mnoziny Y, je-li x nejvétsi prvek mnoziny vSech dolnich zavor mnoziny
Y, v takovém pripadé piSeme x = inf Y,
e supremum mnoziny Y, je-li x nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zavor
mnoziny Y, v takovém pripadé piSeme x = supY.

Piiklad. V uspofadané mnoziné Y z piedchoziho piikladu plati:
e mnozina dolnich zavor podmnoziny {a, b} je {c, d}, jeji nejvétsi prvek je ¢, a proto

inf{a,b} = ¢,
e podmnozina {a,b} nemda ziadnou horni zdvoru, ¢ili mnozina hornich zavor je
prazdnd, nemé tedy nejmensi prvek, a proto sup{a, b} neexistuje. O

Cviceni. (1) Kazdd podmnozina mé nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infi-
mum.
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(2) Jestlize x <y, pak inf{z,y} =z a sup{z,y} = v.
(3) Jestlize inf{z,y} = z, pak z < y.
(4) Jestlize sup{z,y} =y, pak = < y. O

Cviéeni. Bud X uspoiadand mnozina. Supremum prazdné mnoziny je nejmensi prvek
mnoziny X (pokud existuje) a infimum prazdné mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny X
(pokud existuje). O

7.2. Svazové usporadané mnoziny a svazy

Definice 7.2.1. Usporadand mnozina je svazové usporadand, jestlize kazda jeji dvou-
prvkova podmnozina mé infimum i supremum.

Kazda koneéné podmnozina svazové uspoiadané mnoziny ma infimum i supremum.
Pi#iklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),C) svazové usporddand mnozina,
pticemz pro libovolné Y, Z € P(X) inf{Y,Z} =Y NZ asup{¥,Z} =Y U Z.

(2) (N,]) je svazové usporddand mnozina, pficemz inf{x, y} je nejvétsi spolecny délitel
¢isel z,y, sup{x,y} je nejmensi spoleény nasobek ¢isel x,y.

(3) ({1,3,5,6,9,10,12},|) neni svazové uspofadand mnozina.

(4) Kazdy fetézec je svazové usporadand mnozina, pricemz inf{z,y} = min{x,y} je
mensi z prvku z,y, sup{z,y} = max{z,y} je vétsi z prvku z,y. O

Definice 7.2.2. Mnozina X se dvéma binarnimi operacemi A a V je svaz, jestlize pro
kazdé x,y, z € X plati

T ANy=yAuz, xVy=yVuz, (komutativita A a V)
Ay ANz=xzAYyAz), (zVyVz=zV(yVz), (asociativita A a V)
zA(yVe)=uw, xV(yNz)=um. (zdkon absorpce)

Binarni operace A je prusek, bindrni operace V je spojent.

Piiklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X mnozina P(X) s operacemi N a U je svaz.

(2) Mnozina N s operacemi D a N, kde D y je nejvétsi spolecny délitel ¢isel z,y a x Ny
je nejmensi spoleény néasobek ¢éisel x,y, je svaz.

(3) Mnozina R s operacemi min a max je svaz.

(4) Mnozina {0, 1} pravdivostnich hodnot s operacemi konjunkce a disjunkce je svaz. [J

Tvrzeni 7.2.1. Bud (X,A,V) svaz. Pro libovolné x € X plati

AN AV E (idempotentnost A a V)
Diikaz.

T ANr = (zdkon absorpce)
=zA(zV(yAz)) = (komutativita V)
=sA((yANz)Vz)= (zdkon absorpce)
=z.

Druhou ¢ast tvrzeni nechame jako cviceni. O
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Ve svazové uspoiradané mnoziné X pro kazdé x,y existuji inf{x, y} a sup{x, y} a jsou
jednozna¢né uréena, proto muzeme na X definovat bindrni operace A a V:

x Ay :=inf{z,y}, xVy:=sup{z,y}.
Podle nasledujiciho tvrzeni kazdé svazové usporadand mnozina s témito operacemi je
svaz.
Tvrzeni 7.2.2. Svazové usporddand mnozZina X s bindrnimi operacemi N\, x Ny =

inf{z,y}, a vV, zVy =sup{z,y}, je svaz.

Dikaz. Cviceni.

Asociativita V: Névod: Ukazte, ze x V (y V 2) = sup{z,y, 2} = (x Vy) V z. O
Cviceni. Dokazte, ze x1 V2o V -+ V x,, = sup{zx1,x2,...,2,}. (Vlevo nezilezi na
uzavorkovani). O

Podle nasledujiciho tvrzeni kazdy svaz je svazové uspoiadand mnozina.

Tvrzeni 7.2.3. Bud (X,A,V) svaz.
(1) Polozme x <, y prdvé tehdy, kdyz x Ny = x. Pak <, je uspordddni na X.
(2) Polozme x <\, y prdvé tehdy, kdyz x V y =y. Pak <, je usporaddini na X.
(3) Uspordddni <, je shodné s uspordddanim <y, a (X, <A) je svazové usporadand
mmnozina, pricemz
inf{z,y} =z Ay, sup{z,y}=zVy.

Dikaz. Cviceni. O

Svazy 1 svazové usporadané mnoziny tedy muzeme chapat jak jako algebraické struk-
tury tak jako uspofddané mnoziny. Usporadani totiz jednoznacné urcuje algebraickou
strukturu a algebraickd struktura zase jednoznacné urcuje usporadani.

Bud (X, A,V) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzdjemné
zaméné A a V, proto (X, V,A) je také svaz. Nazyva se dudlni svaz a znaci se X*

Cviceni. Ovérte, ze dudlni svaz ma dudlni usporadani. O

Tvrzeni 7.2.4. Bud X svaz. Pro kazdé x,a,b € X plati
(i) jestlize a < b, pak a Nz < bA x;
(ii) jestlize a <b, pak aV x <bV x;
(iii) jestlize x < a, x < b, pak x < a A b;
(iv) jestlize x > a, x > b, pak x > a V b.

Dikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, nacez (a Ax)A(bAz)=aAbAx = aAx;odtud

tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviceni). [

Obsahuje-li podmnozina svazu vSechna infima a suprema vSech dvojic svych prvku,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X, A, V) je podmnozina Y C X takovd, ze pro kazdé
z,yeYplatizAyeY axVyeY.
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Piiklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

O O (]
O
Cviceni. (1) Kazd4d podmnozina fetézce je podsvaz.
(2) Kazdd podmnozina svazu, ktera je fetézcem, je podsvaz. O

Podmnozina svazu muze byt svazem vzhledem k indukovanému uspoiradani, aniz by
byla podsvazem.

Piiklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, ktera je svazem, ale neni podsvazem.

VAN
N

Supremum z Vy y v Y je ruzné od suprema x Vx y v X. O

7.3. ijlné svazy

‘Deﬁnice 7.3.1. Svaz je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Pi#iklad. (1) Kazdy koneény svaz je uplny a plati inf{x1, zo,...,2,} = z1AZ2A. . Ay,
sup{x1,x2,...,Tpn} =x1 V2 V...V Ip.
(2) Svaz (P(M),<C) je uplny. Infima jsou pruniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) nenf tplny. Schézi napiiklad supremum celé mnoziny N. O

Kazdy uplny svaz ma nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeni 7.3.1. Bud X usporddand mnoZina, jejiz kazdd podmnoZina md infimum. Pak
X je uplny svaz.

Diikaz. Staci ukézat, Ze kazdd podmnozina mé supremum. Bud Y C X. Ozna¢me Z
mnozinu vSech hornich zdvor mnoziny Y a polozme s = inf Z. Dokazme, ze s = supY.
Kazdy prvek mnoziny Z je horni zdvora mnoziny Y, takze kazdy prvek mnoziny Y
je dolni zdvora mnoziny Z. Jelikoz s je nejvétsi dolni zavora mnoziny Z, tak y < s pro
kazdé y € Y, ¢ili s je zaroven horni zdvora mnoziny Y. A kdyz s € Z a soucasné s je
(nejveétsi) dolni zdvora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny Z, ¢ili nejmensi horni
zavora mnoziny Y. O
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Priklad. Predpoklad, ze kazda (i prdzdnd) podmnozina mnoziny X m4 infimum, zna-
mend, ze X mé nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni dplny svaz, prestoze kazda ne-
prdzdnd podmnozina ma infimum. O

Piiklad. Budte G grupa a P(G) mnozina vsech podgrup grupy G. Pak (P(G), Q) je
Uplny svaz.

Bud {A,|¢ € I} C P(G), tedy n&jaky systém podgrup grupy G. Potom (0,; A, je
také podgrupa (cviceni), kterd je zaroven inf{A,|¢ € I} (cviceni). Podle pfedchoziho
tvrzeni je (P(G),C) tplny svaz. Proto existuje i sup{A4,|¢ € I} a je to prunik viech
podgrup, které obsahuji vSechny podgrupy A,.

Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické struk-
tury. O

Cviceni. Oznacme FE(X) mnozinu vsSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Protoze
E(X) € P(X x X), vznikd na E(X) indukované uspordaddni. Dokazte, ze E(X) je
uplny svaz. O
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8. HOMOMORFISMY

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. Bud'te (X, *,ex, '), (Y, o,ey, ') grupy. Zobrazeni f: X — Y je
homomorfismus grup, jestlize
(i) pro kazdé x1,x2 € X plati f(z1 xx2) = f(z1) ¢ f(x2),

(i) flex) = ey,
(iii) pro kazdé x € X plati f(z~1) = (f(x))~L

Znacise f: (X, x,ex, 1) — (Y, o,ey, 1.

Priklad. (1) fo: (Z, +,0,—) — (Z, +,0,—), n — 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud X grupa, X faktorové grupa. Potom zobrazeni X — X, z — [z] (faktorova
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Budte X ={0,1,2,3} aY ={0,1} s bindrnimi operacemi + takovymi, ze

+]/0 1 2 3

0/0 1 2 3 +10 1

111 2 3 0 a 00 1

212 3 01 111 0

313 01 2
Potom mnoziny X a Y s témito operacemi jsou grupy. Zobrazeni X — Y, 0~ 0,1+ 1,
2+— 0, 3 — 1, je homomorfismus téchto grup. O

Tvrzeni 8.1.1. Bud'te (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, ') grupy. Bud f: X — Y zobrazeni
takové, Ze pro kazdé x1,xe € X plati f(x1*xx2) = f(x1)o f(x2). Pak f je homomorfismus
g?"’U/p (X7 *7€X7 71) —> (Y7 <>7 6Y7 71)'

Dukaz. Podminka (i) z definice homomorfismu grup je podle predpokladu splnéna.
Ukazme, ze f(ex) = ey.

flex) = flex)oey =
= flex)o flex) o (flex)) ™' =
= flex xex)o(flex)) ™ =
= flex)o (flex) ™ =
=ey.

Ukazme, ze f(z~') = (f(x))~! pro kazdé = € X.
f@™)o f(z) = fz™" x ) = flex) = ey,
J@)o f@™) = [z +a™Y) = flex) = ev
Takze f(z~!) je inverze k f(z). O

Cviéeni. Bud f: X — Y homomorfismus grup. Ozna¢me

Im f = {f(z) |2 € X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. 0
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Tvrzeni 8.1.2. Budte f: X =Y a g: Y — Z homomorfismy grup. Pak jejich sloZeni
go f: X — Z je homomorfismus grup.

Diikaz. Bud'te (X, *,ex, ), (Y, o,ey, 1), (Z, -,ez, ') grupy. Pro kazdé z1,20 € X
plati

= (g0 f)(x1) - (go f)(x2).
Zbytek vyplyvé z predchoziho tvrzeni. d

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivni homomorfismus grup je izomorfismus grup. ‘

Tvrzeni 8.1.3. Bud f: X — Y izomorfismus grup. Pak f~':Y — X je izomorfismus
grup.

Diikaz. Bud'te (X, x,ex, 1), (Y, o,ey, ') grupy. Inverzni zobrazeni je bijektivni. Pro
libovolné y1,y2 € Y oznaéme x1 = f~1(y1) a 20 = f~(y2). Takze f(x1) = y1 a f(x2) =
1j2. Potom

FHyroye) = fH(f(@n) o fla2)) = fH(fzrx w2)) = 21 % g =
= 7 y) * 7 (w2)-
Zbytek vyplyva z Tvrzeni 8.1.1. O

Priklad. (1) Kazda identita je izomorfismus.
(2) Ozna¢me Ry mnozinu viech kladnych redlnych é&fsel. Pak (Ry,-,1,71) je grupa
(cviceni). Zobrazenf exp: (R, +,0,—) — (R4, -, 1,71, 2 = e je homomorfismus grup,
protoze pro libovolnd x,y € R plati exp(x + y) = ¥ = e%e¥ = (expz) - (expy). Tento
homomorfismus je bijektivni, tedy i izomorfismus.

Inverzni izomorfismus je logaritmus

In: (R-i-a '717_1) - (R7 +707_)' O

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus X — Y.
Zapisujeme X =Y.

Tvrzeni 8.1.4. Pro libovolné grupy X, Y, Z plati
(i) X =2 X (reflezivita),
(ii) jestlize X 2Y, pak' Y = X (symetrie),
(iii) jestlize X =Y oY = Z, pak X = Z (tranzitivita).

Dukaz. Cviceni. O

Piiklad. (R, +,0,—) = (R, -,1,7!). Pro libovolné a € R, ,a # 1, zobrazeni R — R,
x> a® je izomorfismus (R, +,0,—) — (R, -, 1,71). Ovéite. O

Cviceni. Bud h: X — Y homomorfismus grup.
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(1) Ukazte, ze relace ~ zadand predpisem
T ~ X9 &= h(xl) = h(.%’g)
je kongruence na grupé X.

(2) Ukazte, ze faktorovd grupa X podle kongruence ~ je izomorfni podgrupé Im h.
Névod: X — Imh, [z] — h(x). O

8.2. Homomorfismy a izomorfismy poli

Definice 8.2.1. Bud'te P, Q pole. Zobrazeni f: P — Q je homomorfismus poli, jestlize

(i) pro kaidé p1,p2 € P plati f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
f(0) =
(iii) pro kazde p € P plati f(—p) = —f(p),

ii)
i)

(Wi pEO)kazde p1,p2 € P plati f(p1-p2) = f(p1) - f(p2),
)

(vi) pro kazdé p € P, p # 0, plati f(p~!) = (f(p)) >~

O zobrazenich poli plati nasledujici tvrzeni obdobné Tvrzeni 8.1.1 o zobrazenich grup.

Tvrzeni 8.2.1. Bud'te P,Q pole. Bud' f: P — Q zobrazeni takové, Ze pro kazdé p1,ps €
P plati
(i) f(p1+p2) = f(p1) + f(p2),
(i1) f(pr-p2) = f(p1) - f(p2),
(iii) £(1) 0.

Pak f je homomorfismus poli P — Q).
Dikaz. Cviceni. ]

Definice 8.2.2. Bijektivni homomorfismus poli je izomorfismus poli. Pole jsou izo-
morfni, jestlize mezi nimi existuje izomorfismus.

Piiklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfni s polem Zsy. Izomorfismem je zobrazen{
0+ [0}2,10—> [1]2. O

8.3. Izotonni zobrazeni, homomorfismy a izomorfismy svazu

8.3.1. Izotonni zobrazeni a izomorfismy uspoiadanych mnozin

Definice 8.3.1. Bud'te (X, <), (Y, <) uspofddané mnoziny. Zobrazen{ f: X — Y je
izotonnt, jestlize plati implikace

<y = f(x) < f(y)

Je-li zobrazeni f bijektivni a fi f~! jsou izotonni, pak f je izomorfismus usporddanijch
mnozin a usporddané mnoziny (X, <), (Y, <) jsou izomorfni.

Piiklad. Identické zobrazeni id: (N,|) — (N, <) je izotonni. Skutecné, jestlize a | b,
pak b = na pro néjaké n € N, ale n > 1, a proto b = na > a.

Inverzni zobrazeni id: (N, <) — (N, |) nenf izotonni, protoze neplati implikace = <
y = x | y (napiiklad 2 < 3, ale 21 3). O
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Piiklad. Budte X =Y = {0,1} s usporfddénimi a zobrazenim f podle obrazku:

X f | Y

Tedy f: X — Y je identické zobrazeni. Pak f je izotonni bijekce, jejiz inverze f~! neni
izotonni. U

Cviceni. Slozeni izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni. U

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svazi

Definice 8.3.2. Bud'te (X, A, V), (Y,A,V) svazy. Zobrazeni f: X — Y je homomor-
fismus svazu, jestlize pro kazdé x1,x9 € X

f(z1 Axg) = f(z1) A f(22)
flx1Vag) = f(21) V f(z2).

Tvrzeni 8.3.1. KaZdy homomorfismus svazu je izotonni zobrazent.

Diikaz. Bud'te (X, A, V), (Y,A,V)svazy, f: X — Y homomorfismus a x1,z2 € X takové,
ze r1 < x9, tedy x1 A xzo = x1. Potom f(x1) A f(ze) = f(z1 A z2) = f(x1), tedy
f(z1) < f2). O

Izotonni zobrazeni svazu vSak nemusi byt homomorfismus svazi:

Piiklad. Bud f zobrazeni podle obrazku:
rVy o

i
N

VAT o

\o

Pak f je izotonni zobrazeni svazu, ale neni homomorfismus svazu, protoze

f@)V fly) = fly) # fxVy). O

‘Deﬁnice 8.3.3. Bijektivni homomorfismus svazu je izomorfismus svazi.

Cviéeni. Bud f zobrazeni svazi. Dokazte, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) f je izomorfismus usporadanych mnozin;
(2) f je izomorfismus svazu. O
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9. VEKTOROVE PROSTORY

9.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Vektor je bézné znazornovan v roviné nebo v prostoru jako orientovana tsecka (sipka),
ktera ma pocatecni bod a koncovy bod. Pokud je mozné jeden takovy vektor prevést na
druhy takovy vektor rovnobéznym posunutim, iika se, ze tyto dva vektory jsou totozné
nebo ekvivalentni, nebo Ze jsou to dvé umisténi jednoho vektoru. Takové vektory se
s¢itaji pomoci pravidla rovnobézniku a ndsobi se realnym c¢islem tak, ze Sipka se ptislusné
prodlouzi nebo zkrati a pfi nasobeni zdpornym ¢islem navic zméni smér na opacny.

Obecné definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorovy prostor nad
néjakym polem jako mmnozinu s operaci s¢itani a s ndasobenim prvki mnoziny prvky
pole s takovymi vlastnostmi, které umoznuji pfedstavu vektoru jako Sipky a predstavu
sCitani vektoru a nasobeni vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v pfedchozim odstavci.

Definice 9.1.1. Bud V neprazdna mnozina, P pole. Vektorovi prostor V nad polem
P je mnozina V spolu s bindrni operaci +: V x V. — V| (u,v) — u + v, a zobrazenim
:PxV =V, (p,v)— p-v, takovymi, ze
pro kazdé u,v,w € Vplati (u+v) +w =u+ (v+ w),
2) existuje 0 € V takovy, ze pro kazdé v € V plati v + 0 = v,
3) pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = 0,
4) pro kazdé u,v € Vplati u + v = v + u,
5) pro kazdé v € Vplati 1 -v = v,
6) pro kazdé p,q € Pav e Vplati (p-q)-v=p-(q-v),
7) pro kazdé p,q € Pav e Vyplati (p+q)-v=(p-v)+ (¢-v),
(8) pro kazdé p € Pau,v € Vplati p- (u+v) = (p-u)+ (p-v).
Prvky mnoziny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaldry. Binarni operace + je scitdni,
zobrazeni - je ndsobeni skaldrem, vektor 0 € V je nulovy vektor nebo nula, vektor —v
je opacny vektor k vektoru v.

(1)
(
(
(
(
(
(

Podminky (1)-(8) jsou aziomy vektorového prostoru. Podminky (1)—(4) znamenalj,
ze V' s operaci + je komutativni grupa.

Jelikoz kazda binarni operace mé nejvyse jeden neutralni prvek, ve vektorovém pro-
storu existuje jediny nulovy vektor. Obdobné, jelikoz kazdy prvek ma vzhledem k asoci-
ativni bindrni operaci nejvyse jeden inverzni prvek, ke kazdému vektoru existuje jediny
opacny vektor.

Nésobeni skaldrem -: P xV — V, (p,v) — p-v, neni bindrni operace (neni-li P = V),
ale nazyva se vnéjsi operace, a misto p- v se Casto piSe jen pv. Bindrni operace se nékdy
nazyva vnitini operace.

Vektorovy prostor nad polem R, nebo C je redlny, resp. komplexni vektorovy prostor.

Priklad. (1) Vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmérné i trojrozmérné,
kde vektor je t¥ida ekvivalentnich Sipek a je reprezentovan jednotlivymi Sipkami, jak je
uvedeno v prvnim odstavci této kapitoly.

Nulovy vektor je reprezentovan degenerovanou useckou nulové délky. Vektorovy pro-
stor v roviné resp. prostoru znacime E? resp. E°.
(2) Bud V jednoprvkové mnozina, P pole. Jediny prvek mnoziny V ozna¢me 0 a po-
lozme 040 =0, =0 =0 a p-0 = 0 pro kazdé p € P. Dostavame vektorovy prostor
nazyvany nulovy prostor nebo trividlni prostor.

(3) Kazdé pole je vektorovy prostor nad sebou samym. Polozime-li v definici vekto-
rového prostoru V = P, budou v8echny axiomy vektorového prostoru dusledky axiomu
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pole (ovéite). Ziskdvame tak napiiklad vektorovy prostor R nad R, vektorovy prostor
C nad C, vektorovy prostor Q nad Q a vektorovy prostor Zo nad Zs.

(4) Kazdé pole je vektorovy prostor nad libovolnym svym podpolem. Jediny rozdil
oproti pfedchozimu piikladu spoc¢ivd v tom, ze nasobeni skaldrem je dovoleno jen pro
skalary z podpole.
(5) Bud n € N, P pole. Na mnoziné P" vsech uspofddanych n-tic prvku P zavedme
sCitani a nasobeni skaldrem predpisem

(ug,ug, ..., up) + (v1,02,...,0,) = (U1 + v1,u2 + Va2, ..., Up + Vy),

p(ur, ug, ..., un) = (pur, pus, ... ,pun).
Vznikd vektorovy prostor P nad polem P (ovérte). Napiiklad fadky a sloupky matic
jsou prvky takovych vektorovych prostoru.
(6) Vektorovy prostor P™ nad podpolem @ C P.

(7) Vektorovy prostor matic typu m x n nad polem P s operacemi s¢itdni a nésobeni
skaldrem. Znaci se P"™*" nebo Mpxn(P) (resp. My, (P) nebo gl(m, P) v piipadé
¢tvercovych matic).

(8) Vektorovy prostor polynomu stupné nejvyse n nad polem P s operacemi séitani
a nasobeni skalarem.

(9) Vektorovy prostor polynomu nad polem P s operacemi s¢itani a ndsobeni skaldrem.
(10) Vektorovy prostor vSech feseni homogenni soustavy rovnic.
(11) Bud X mnozina, P pole. Na mnoziné P~ vsech zobrazeni X — P zavedme sciténi
a nasobeni skaldarem predpisem

(u+v)(z) = u(z) + v(z),

(pu)(@) = p - u(z).
Vznikd, vektorovy prostor PX nad polem P (ovéite). Specidlni pifpady jsou mnozina

vSech funkei z R do R, mnozina vSech spojitych funkcei na R, mnozina diferencovatelnych
funkef na R, mnozina vsech spojitych funkei na intervalu [a, b]. O

Tvrzeni 9.1.1. Bud V vektorovyj prostor nad polem P. Pak pro kaZdé u,v € V, p,q € P
plati
(i) 0-v =0,
(ii) (1) v = —v,
(iti) (p—q)-v=p-v—q-v,
(iv) p-(u—v)=p-u—p-v,
(v) Je-li p-v =0, pak bud p =0 nebo v = 0.

Dikaz. Cviceni. |

9.2. Linearni kombinace, generatory, linedrni nezavislost

Bud' V vektorovy prostor nad polem P.

Definice 9.2.1. Bud'te n € N, vy, va,...,v, € Vap',p?,...,p" € P. Linedrni kombi-
nace vektort vy, va, ..., v, s koeficienty p', p?,...,p" je vektor

plvl—i-pzvg—i-'-‘—kp"vn ev.

Linedrni kombinace prdzdné mnoziny je nulovy vektor 0 € V.
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Priklad. (1) Soucet vektortu u, v je jejich linedrni kombinace s koeficienty 1, 1. Opaény
vektor k v je jeho linedrni kombinace (skalarni ndsobek) s koeficientem —1:

u+v=1-u+1l-v, —v=(-1)- v

(2) Linedrni kombinace vektoru 1,6 € R s koeficienty 3,1 € Rje3-1+1-6=29.
(3) Linedrn{ kombinace vektori (1,2,0), (2,3,1) € R3 s koeficienty —3,2 € R je

(=3)-(1,2,0) 4+ 2-(2,3,1) = (1,0,2). O

Definice 9.2.2. Bud U C V. Linedrni obal mnoziny U je mnozina [U] vSech linedrnich
kombinaci koneéné mnoha vektoru mnoziny U. Pro U = {uy,ua,...,u,} je

[U] = [u1,ue,...,un] = {plul +p2uQ+---—|—p"un] plp? ... pte P}.

Linedrni obal prdzdné mnoziny je [0] = {0} C V.

Definice 9.2.3. Mnozina {v1,vs,...,v,} C V generuje V, je-li kazdy vektor v € V
linedrni kombinaci vektoru wvi,wve,...,v,, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V
existujf skalary pt,p?,...,p" € P takové, ze v = plu; + p?va + - -+ + p"u,, to jest,
jestlize [vi,ve,...,v,] = V.

V takovém piipadé také {vi,ve,...,v,} je mnoZina generdtori prostoru V nebo vek-
tory vi,v2,...,v, € V generuji V nebo V je generovan vektory vy, v, ..., vp.

Piiklad. (1) Prostor R? je generovén vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Skutecné, li-
bovolny vektor (z,y, z) € R? je jejich linedrni kombinaci s koeficienty z,y, 2:

(:L’,y,Z) =T (17070) +y- (07170) +z- (07071)
(2) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1). Skuteéng, libovolny vek-
tor (z,y,2) € R? je jejich linedrni kombinaci s koeficienty = — y,y — 2, 2:

(Z’,y,Z) = (1’ - y) ’ (17070) + (y - Z) ’ (17170) +z- (17171)
(3) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1),(3,4,5). Libovolny vektor
(7,y,2) € R? je jejich linedrni kombinaci s koeficienty z,, z, 0:

(x,y,z) =x-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z- (0,0,1) + 0 - (3,4,5).

V tomto piipadé mizeme najit dokonce nekonecné mnoho vyjadfeni ve tvaru linedrn{
kombinace, pro libovolny parametr ¢t € R plati

(x,y,2) = (x —3t) - (1,0,0) + (y — 4¢) - (0,1,0) + (2 — 5¢) - (0,0,1) + ¢ - (3,4,5).

(4) Prostor R? neni generovan vektory (1,2,0),(3,4,0),(5,6,0). Ovéite.

(5) Vektory vy, va,...,v, € R™ kdev; = (vil, fu?, ..., u"), generuji R™, jestlize soustava

vizh +vya® + -+ opa” = ol

vizt +odx? + - ol = 0?

ot 4ol 4 e = ™
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o neznamych z!, 22, ..., 2" ma fesenf pro kazdou pravou stranu v',v2, ..., v™ Soustava

je totiz ekvivalentni s podminkou
1

1 1
vy vy v, v
v3 v3 v2 v?
1 2 n nl o _
x . +z +--4+2 . = .

(6) Prostor Re[x] polynomu neurcité x s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 2 je ge-
nerovéan vektory z2, z + 1, 1. Ovéite. ]

Definice 9.2.4. Prostor, ktery mé kone¢nou mnozinu generatoru, je konecnérozmér-

Piiklad. Vektorovy prostor R[z] vSech polynomu s redlnymi koeficienty neni konec-
nérozmeérny. Pro libovolné py,...,p, € R[z| existuje pfirozené ¢islo m, které je veéts
nez stupen kteréhokoliv z polynomu py, ..., p,. Pak polynom 2™ € R|[x] neni linedrni
kombinaci polynomu py, ..., py, takze polynomy p1, ..., p, negeneruji R|z]. 0

Cviceni. (1) Jestlize vy,...,v, generuji V a v; je linedrni kombinaci ostatnich, pak
Vly .y Vi1, Vitl, - - -, Uy také generuji V. Dokazte.

(2) Necht kazdy z vektort vy, ...,v, je linedrni kombinace vektoru uy,...,u, € V.
Jestlize vy, ..., v, generuji V, pak uq, ..., u, také generuji V. Dokazte. O

Definice 9.2.5. (1) Mnozina vektoru {vi,vs,...,vn} C V je linedrné nezdvisld,

jestlize pro libovolné z', 22, ..., 2" € P z rovnosti

v + 22vg 4 -+ 2", =0 plyne l=22=...=2"=0.

(2) Mnozina vektoru {vi,va,...,vn} C V je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné
nezavisla.

Casto se zjednodusené a nepfesné fikd, ze néjaké vektory jsou linedrné (ne)zavislé.
Mysli se tim, ze ptislusnd mnozina vektoru je linedrné (ne)zavisla.

Pi#iklad. (1) Mnozina {7} C R je linedrné nezdvisld. Je-li x - 7 = 0 pro néjaké = € R,
pak = = 0 (pro nenulové x uvedend rovnost = - 7 = 0 neplati).

(2) Mnozina {2,3} C R je linedrné zdvisld. Linedrn{ kombinace x! - 2 + 2% - 3 miize byt
rovna 0, i kdyZ je néktery z koeficientt x', 2% nenulovy, napiiklad z! = 3,22 = —2.

(3) Mnozina {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? je linedrné nezavisla. Linearni kombinace
z-(1,0,0)+y-(0,1,0)+2-(0,0,1) je vektor (x,y, z), ktery je roven (0,0, 0) pravé tehdy,
kdyzz =y=2=0 (ovéfte)

(4) Mnozina {(1,0,0), (1, 0), (1,1,1)} C R3 je linearné nezavisl4. Linedrn{ kombinace
x-(1,0,0)+y- (1,1 O) —|—z (1 , 1) je vektor (x+y+ 2,y + z, 2), ktery je roven (0,0,0)
prave tehdy, kdyz =z =0 (oveéite).

(5) Mnozina {(1,0, — ) (0,1,2),(2,1,0)} C R? je linedrné zavisld. Linearn{ kombinace
z-(1,0,-1)+y-(0,1,2) + 2 (2,1,0) je vektor (z + 22,y + z, —x + 2y), ktery je roven
(0,0,0) i pro nenulove koeficienty x, vy, z, naptiklad x = 2,y = 1,z = —1. Ovéite.

(6) Libovolnd mnozina vektoru obsahujici nulovy vektor je linedrné zavisld. Linedrni
kombinace 0 -v; +0-vy 4+ ---+0-v, +1-0 je nulovy vektor a pfitom aspon jeden
koeficient je nenulovy.
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7) Mnozina {vi,...,v,} C R™, kde v; = (v},...,v™), je linedrné nezavisld prave
(2 (2
tehdy, kdyz soustava
viz! +ola? 4+ Folz" =0

viel + e+ 422" =0

vtat Folta? 4o " =0

m4 pravé jedno feseni, a to sice z' = 2?2 = ... = 2" = 0.

(8) Mnozina {22, x,1} C Ry[z] je linedrné nezavisla. Ovéite.

(9) Prazdna mnozina je linedrné nezavisld, protoze vsechny koeficienty z prazdné mno-
ziny koeficientu jsou nulové. d

Cviceni. (1) Libovolnd podmnozina linedrné nezdvislé mnoziny vektoru je linedrné
nezavisla. Dokazte.

(2) Jednoprvkovd monzina {v} C V je linedrné nezavisld prave tehdy, kdyz v # 0.

Dokazte. O
Tvrzeni 9.2.1. Mnozina vektori {vi,...,v,} je linedrné zdvisld prdvé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinaci ostatnich, tj. prdavé kdyz existuje index i takovy,
Ze vektor v; je linedrni kombinact vektori vy, ..., Vi—1, Vig1,- -, Un-
Dikaz. ,=“ Piedpokladejme, ze mnozina {vy,...,v,} je linedrné zavisla, tedy zZe exis-
tujf koeficienty al, ... a" takové, ze alvy + -+ + a'v; + - -+ + a™v, = 0 a aspoii jeden
z nich je nenulovy (napiiklad a'). Potom
al a1 qit1 a”
Ui = gl T T Vel T Ui e U,

a vektor v; je tedy linedrni kombinaci ostatnich.

<= Necht vektor v; je linedrni kombinact vektori vy, ...,0i—1,Vit1,--.,Vpn, tedy
existujf koeficienty a',...,a' ! @', ..., a" takové, ze

vi=a'vi+- 4+ a v+ a o+ 4 a .

Potom
1 i—1 i+1 n
avi+--+a v —vi+a T v+ -+ a"v, =0

s nenulovym koeficientem (—1) u vektoru v;. Tedy, mnozina {vi,...,v,} je linedrné
zavisla. g

Tvrzeni 9.2.2. Mnozina vektord {vi,...,v,} je linedrné zdvisld prdvé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinaci predchozich, tj. prdavé kdyzZ existuje index @
takovy, Ze vektor v; je linedrni kombinactd vektord vy, ..., v;_1.

Diikaz. ,=*“ Postupujeme jako v diikazu piedchoztho tvrzeni, jen nenulovy koeficient a’
vybereme s nejvyssim moznym indexem. To znamend, ze a’t! = ... = 4™ = 0 a zbytek
je ziejmy.

Jako cviceni rozeberte podrobné piipad ¢ = 1, kdy bude mnozina pfedchazejicich
vektoru prazdna.

»<=" Tvrzeni je specidlnim piipadem piedchoziho. O
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Definice 9.2.6. Elementdrni iprava n-tice vektoru (vi,...,v,) je:
(i) vyndsobeni vektoru nenulovym skaldrem c;
(ii) pficteni c-ndsobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i # 7j;
(iii) vymeéna i-tého vektoru s j-tym vektorem.

Pii tom vznikaji po fadé n-tice

(Ul, o3 U3—15CU5 V415 - - - ,’Un),
(V1,00 Vim1, Vi + CUj, Vi1, -+, Uy« o5 Up),s
(Ul, sy Vi1,V Vit 1y e o o 3 Uj—1, V45 Ujgdy - v - ,Q}n).

Ke kazdé z téchto iprav existuje uprava inverzni, ktera je rovnéz elementarni a stejného
typu (ovéite).

Definice 9.2.7. Dvé n-tice vektoru jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
koneénou posloupnosti elementdrnich tprav.

Cviceni. Ukazte, ze pravé zavedena relace mezi n-ticemi vektoru je reflexivni, symet-
rickd a tranzitivni. O

Priklad. Méjme matici typu m x n nad polem P. Jeji fadky jsou usporadané n-tice
prvku pole P, tj. vektory z prostoru P™ Celd matice je pak m-tice takovych n-tic,
tedy m-tici vektoru z prostoru P" Elementarni dpravy této m-tice vektoru jsou praveé
elementarni fadkové tpravy dané matice. 0

Tvrzeni 9.2.3. Necht n-tice (u1,...,u,) je ekvivalentni s n-tici (v1,...,vy). Pak vek-
tory uy, ..., u, generuji V pravé tehdy, kdyz vektory vi,...,v, generuji V.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vy,...,v,) 2z n-tice (ug,...,u,) jednou z elementarnich
uprav, vybereme si dpravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # i.
Ptredpoklddejme, Ze vy, ...,v, generuji V. Pro libovolny vektor w € V tedy existuji
koeficienty p',...,p" takové, ze w = p'vy + - - - + pv,. Pak
w=plug + -+ (w4 cuj) + o+ plug My, =
=plur+- -+ plug e+ (0 e uy oy,

je linedarni kombinace vektori i, . .., uy.

Opac¢nd implikace vyplyvd z pravé dokdzané, nebot n-tice (uy, ..., u,) vznikd z n-tice
(v1,...,vy) inverzni upravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou koneénou posloupnost
elementarnich dprav. O
Tvrzeni 9.2.4. Necht n-tice (uy,...,uy) je ekvivalentni s n-tici (v, ..., vy,). Pak mno-
zZina {ui, ..., uy} je linedrné nezavisld pravé tehdy, kdyz mnozina {v,...,v,} je linedrné
nezavisld.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vy,...,v,) z n-tice (ug,...,u,) jednou z elementarnich
uprav, vybereme si ipravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # i.
Piedpokladejme, ze {u1,...,u,} je linedrné nezavisld. Bud'te z',..., 2" € P takové,

ze xtv; 4+ - - + 2™, = 0. Pak

=azlup + - 2u 4+ (27 4 e )uj A+ + 2 .
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Z linedrni nezdvislosti mnoziny {uq,...,u,} vyplyva ze vSechny koeﬁ01enty posledni
linedrni kombinace jsou nulové, tj. 2! = -+ =2t = --. =2l + et =--- = 2" = 0.
7Z toho dostaneme, ze i 27 = 0.

Opa¢nd implikace vyplyvd z pravé dokdzané, nebot n-tice (uy, ..., u,) vznikd z n-tice
(v1,...,vy) inverzni upravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou koneénou posloupnost
elementarnich dprav. O
Tvrzeni 9.2.5. Necht vektory vi,...,v, generuji prostor V. a {ui,...,um} C V je
linearné nezdvisld. Pak m < n.

Dukaz. Kazdy z vektora ui, ..., U, je linedrni kombinaci vektoru vy, ..., v,, takze pro
kazdé i € {1,...,m} existuji koeficienty al,...,a? takové, Ze u; = alvy + - -+ + alvy.
Matici
al ... at
A=
Uy, ay,

upravme pomoci Ffadkovych elementdrnich iprav na matici A’ ve schodovitém tvaru.

Provedeme-li stejné elementarni Upravy s m-tici uy,...,u,,, dostaneme ekvivalentni
m-tici uf,...,u,,. Linedrni kombinace vektoru vi,...,v, s koeficienty z jednotlivych
fadku matice A’ jsou rovny pravé vektorum u}, ..., u,. Z linedrni nezdvislosti mnoziny

{u1,...,um} plyne linedrni nezavislost mnoziny {u}, ..., u,,} a také linedrni nezdvislost,
tedy i nenulovost fadku matice A’. Jelikoz A’ je ve schodovitém tvaru a vSechny fadky
m4& nenulové, nemd vice fadku nez sloupku, tedy m < n.

Tvrzeni je také soucasti Tvrzeni 9.2.7. O
Lemma 9.2.6 (Lemmalo vyméné). Budte vi,...,v, €V au=a'vy+---+a"v,. Pak
pro kazdé i takové, Ze a* # 0, plati vy, ..., v,] = [v1, ..., Vi1, U, Vig1, ..., U]

Diikaz. Predpokladejme, 7ze a' # 0 (pro jiné indexy je diikaz stejny). Potom
1 " a
v = Eu — Z ;vi.
=2
Bud w € [uy,...,v,]. Existujf tedy b',b%,... 0" takové, ze
w = by + bPvg + - + by, =

bl blz
eyt T By e 4 b, =

a i=2
bt "N/ bal
= Eu—l—zz b — ) € [u,va,y ..., v,].
i=2
Bud w € [u,vs,...,v,]. Existuji tedy ¢!, c?,..., c" takové, ze

w=cu+ctvy+ -+, =

n

n
=c! E a‘v; + E cv; =

o

:cavl—l—an+c i € [vr, ..., o] O
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Tvrzeni 9.2.7 (Steinitzova véta o vyméneé). Necht vektory vy, ...,v, generuji prostor
Va{uy,...,un}t CV jelinedrné nezdvisla. Pak m < n a existuji indexy i1, ... ,ln—m €
{1,...,n} takové, ze

|I’U1,.. .,Un]] — IIul, --7Umvvi1)' . '7/Ul'nfm]]'

Dukaz. Mnozina {ui,...,u,} je linedrné nezavisld, takze vsechny w; jsou nenulové.
Vektor u; je linedarni kombinaci vektora vy, ..., v, s asponi jednim nenulovym koeficien-
tem a stejné jako v piredchozim dukazu predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u vy.
Z Lemmatu o vyméné dostaneme [vi,va,...,v,] = [ui,ve,...,vp].

Potom vektor us je linedrni kombinaci vektoru ui,vs,...,v, S aspon jednim ne-
nulovym koeficientem u vektoru ws,...,v, (jinak by mnozina {uj,us} byla linedrné
zavisld). Opét pro jednoduchost predpoklddejme, ze nenulovy koeficient je u ve. Z Lem-
matu o vyméné dostaneme [ui, v, ..., v,] = [u1, ua,vs,...,v,].

Takto pokrac¢ujeme, dokud bud nepouzijeme vsechny vektory uq,...,u, nebo ne-
vyménime v8echny vektory v1,...,v, za vektory uq,...,u,. Kdyby bylo m > n, vek-
tory Upn41, - - -, Uy by byly linedrni kombinace vektora wui, us, ..., u, ve sporu s linedrni
nezavislosti mnoziny {ui, ..., uy,}. Takze m <n a

[vi, ... on] = [uty ooy Um, vigy ooy vi, ] O

9.3. Baze

Definice 9.3.1. Bdze vektorového prostoru je libovolna uspoidadand linedrné nezavisla
mnozina jeho generatoru.

Obvykle tedy budeme béazi vektorového prostoru zapisovat jako uspoiradanou n-tici
vektoru. Pokud nebude zédlezet na uspoirddani vektora v bazi, budeme ji nékdy zapisovat
jen jako mnozinu vektoru.

Piiklad. (1) (6) je baze R.

) ((1,0),(0,1)) je baze R

) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R3

) Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; vektor z R" ktery md na i-tém misté jednicku
jinde nuly. Potom (el, ..., €p) je baze R™ a nazyva se kanonickd nebo také standardni.
)

(2
(3
(4
(5) (22, 2,1) je baze Ro[z]. O

Tvrzeni 9.3.1. Kazdy konecnérozmérny vektorovy prostor ma bdzi.

Dukaz. Podle definice kone¢nérozmérny vektorovy prostor méa koneénou mnozinu ge-
nerdatoru. Ukazeme, Ze v ni existuje linedrné nezavisld podmnozina, kterd generuje
tentyz vektorovy prostor a je tedy jeho bdze. Bud {vi,...,v,} mnoZina generdtori
vektorového prostoru. Z této mnoziny postupné pro ¢ = 1,...,n vyluéme vektor v,
je-li linedarni kombinaci pfedchozich. Tedy v; vylou¢ime, pokud v; = 0. Vektory, které
nevylou¢ime, oznacme v;,,...,v;, . Je-li prvek mnoziny generdtoru linedrni kombinaci
ostatnich prvkua této mnoziny, po jeho vylouceni z této mnoziny zustane opét mnozina
generdtoru stejného vektorového prostoru (ovéite). Proto vektory vj,,...,v;, generujf
tentyz vektorovy prostor.

Diky uvedenému postupu zddny z vektoru v;,, ..., v;,, neni linearni kombinaci pred-
chozich a mnozina {v;,...,v;,, } je linedrné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} md bézi. Je ji 0, jelikoz je linedrné nezavisld a [0] = {0}.
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Tvrzeni 9.3.2. Vsechny bdze jednoho komecnérozmérného vektorového prostoru maji
stejny pocet proki.

Diikaz. Bud'te (vy,...,v,) a (ug,...,un) bdze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
V1, ...,y generuji Voa {uq, ..., uy} je linedrné nezavisld mnozina, podle Tvrzeni 9.2.5
m < n. Obdobné dostaneme, ze n < m. Takze n = m. O

Definice 9.3.2. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektoru (libovolné) jeho béze.
Vektorovy prostor V dimenze n je n-rozmérny, zapisujeme dim V' = n. Nulovy vekto-
rovy prostor {0} je 0-rozmérny.

Piiklad. (1) Vektorovy prostor P™ nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickd baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z bazi je dvojice (1,1).
Vektorovy prostor C nad polem C je jednorozmérny, jednu z bazi tvoii vektor 1. Vidime,
ze dva vektorové prostory mohou mit rizné dimenze, prestoZe maji stejné mnoziny
vektoru.

(3) Vektorovy prostor C™ nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z bazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(i,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,4,0,...,0),

ey

(.0,...,0,1),(0,...,0,@)). O

Definice 9.3.3. (1) Minimdlni mnozina generdtori vektorového prostoru V je
mnozina generatoru prostoru V, jejiz zadnd vlastni podmnozina negeneruje V.

(2) Mazimdlnd linedrné nezdvisld mnozina vektori vektorového prostoru V je linearné
nezavisld mnozina vektoru z V, kterd neni vlastni podmnozinou ziadné linedrné
nezavislé mnoziny.

Tvrzeni 9.3.3. Bud'te vy,...,v, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) {vi,...,v,} je baze V;
(2) {vi,...,vn} je minimdlni mnozina generdtori V;
(8) {vi,...,vn} je maximdlni linedrné nezdvisla mnozina vektori V.

Dukaz. (1) = (2): Je-li {vy,...,v,} béze, je to mnozina generatoru a zadny z nich
neni linedarni kombinaci ostatnich. Tudiz zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V'
a {v1,...,v,} je minimaln{ mnozina generatoru.

(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generatoru. Jelikoz je minimdlni, zadny z jejich
vektoru neni linedrni kombinaci ostatnich, takze je navic linedrné nezavisla, ¢ili baze.

(1) = (3): Je-li {v1,...,v,} baze, je linedrné nezavisla a kazdy vektor z V je linedrni
kombinaci vektoru baze. Tudiz kazd4d vlastni nadmnozina je linedrné zavisla a tato je
tedy maximalni.

(3) = (1): Mnozina {vy, ..., v, } je linedrné nezavisla. Jelikoz je maximalni, po pfidani
libovolného vektoru z V, dostaneme linedrné zavislou mnozinu a ten ptidany vektor (ty
puvodni to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich, takze {vi,...,v,} je navic
mnozina generatoru, Cili baze. O

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice baze, které se ¢asto pouzivaji. M4a také
dilezité dusledky.
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Dusledek. Bud n € N. Je-li V n-rozmérny vektorovyj prostor, pak
(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvisld podmnozina tvori jeho bazi;
(2) libovolnd jeho n-prvkovd mnozina generdtori tvori jeho bdzi.

Dukaz. (1) Prostor V' mé n-prvkovou mnozinu generatoru, takze podle Tvrzeni 9.2.5
kazda n-prvkova linedarné nezavisla podmnozina je maximalni, tedy baze.

(2) V prostoru V' existuje n-prvkové linedrné nezdvisld mnozina, takze podle Tvr-
zeni 9.2.5 kazda n-prvkovd mnozina generatoru je minimalni, tedy béaze. O

Dusledek. Bud {v1,...,vx} linedrné nezdvisld podmnoZina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do baze (v1, ..., Vg, Vkt1s---,Un).

Diikaz. V ptipadé, ze vy,..., v generuji V, tvoifi bézi. Jinak existuje vektor vpy1 € V,
ktery neni linedrni kombinaci vektoru vy, ..., v, nacez mnozina {v1,..., vk, Vkt1} je
linedrné nezavisla, protoze vy, 1 neni linedrni kombinaci pfedchozich vektoru.

Po n — k opakovénich téze tivahy ziskdme n-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu
{v1,..., Uk, Vkt1, Vk+2, - .., Upn}, kterd je bazi podle predchoziho dusledku. O

9.4. Souradnice
Tvrzeni 9.4.1. Bud (ey,...,e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kazdé v € V
existuje prdave jedna n-tice skaldri (x,...,x") takovd, e v = x'e; + -+ + x"e,.

Dikaz. Bud v € V. Jelikoz e, ..., e, generuji V, existuji z!',...,a2" € P takové, ze
v=uale; + - +a",. Jsou-li y', ..., y" libovolnd takovi, ze v = yle; + - - - + y"e,, pak

O=v—v=(ale; + - +a",) — (yler + - +y'en) =
= (@' —yHer + -+ + (2" — y")en.

7 linedrni nezavislosti mnoziny {ey,...,e,} plyne 2! —y! = ... = 2" — ¢y = 0, a tedy
el =gyt o " =y ]
Cviceni. Zformulujte a dokazte obracené tvrzeni. O
Definice 9.4.1. Skalary «!',...,2" z pfedchoziho tvrzeni jsou souradnice vektoru v
vzhledem k bazi (e1,...,en).
Soufadnice budeme zapisovat bud jako prvky pole z', ..., 2" nebo jako uspofddanou

n-tici x = (2',...,2") nebo jako matici typu n x 1

2l

72

x=1 .
o

Piiklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bézi (6) je %, protoze 2 = § - 6.

(2) Soufadnice vektoru (z,y, z) € R? v kanonické bazi jsou z,v, z, protoze (z,y,2) =
z-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z - (0,0,1).

(3) Soutadnice vektoru (x,y, z) € R3 v bazi ((1,0,0), (1,1,0), (
protoze ($,y,2) = ($ _y) ’ (170’0) + (y_ Z) ’ (17170) +z- ( )

17 1))jsou$_y7y_zvza
1

1,
1)



Vektorové prostory 109

(4) Souradnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,4) jsou a,b, protoze
z=a-1+b-1.
Soufadnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bézi (1) je z, protoze z = z - 1. [

Soufadnice vektoru zavisi na volbé béze. Jeden vektor ma v ruznych bézich riazné
soufadnice.

Bud'te V vektorovy prostor, v € V. Bud'te e = (e1,...,e,) ae’ = (€},...,¢e),) baze V,
e nazvéme stard bdze, ¢ nazvéme novd bdze. Souradnice vektoru v vzhledem ke staré
bazi oznatme z = (x!,...,2") a itkejme jim staré souradnice. Soutadnice vektoru v

vzhledem k nové béazi oznaéme z’ = (2'!,...,2™) a itkejme jim nové souradnice. Plati
tedy v =, x'e; = Y, 2"l

Definice 9.4.2. Matice, jejiz sloupky jsou tvoreny novymi soufadnicemi starych
bazovych vektor, je matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Matici pfechodu od béaze a k bazi 8 znacime Q..

Zobrazeni

N 1, jelii=j,
5(z,y)=5;:{ 0 Jinak

Tvrzeni 9.4.2. Matice prechodu je requldrni.

je Kroneckerovo delta.

Diikaz. Budte o = (al,ag,.‘..,an) a B = (b1,52...,Bn) baze jednoho vektorového
prostoru. Oznaéme Q,p = (a!) matici pf"echodu od baze a k bazi 8 a Qo = (b]) matici
prechodu od baze 3 k bazi a. Tedy, (a} a;, f, .., al) jsou soufadnice vektoru «; vzhledem

k bézi 3, (b}, b?,...,b7") jsou soutadnice vektoru 3; vzhledem k bézi o a

n

n
a; = E alB; a B; = E blaj prokazdé i=1,2,...,n
j=1 j=1
Po dosazeni dostaneme

n .
ai =) alfj =

=1
n n
_ J k _
—g a; g bjoak =
j=1 k=1
n

n
— Jpk
=D | alty | o,
k=1

j=1
¢ili
z:ajb1 Zazb?, .. Za]b”
jsou soutadnice vektoru «a; vzhledem k bazi «. Tedy,
1 jelii=k
Ik Z _ Je )
Zab k_{() jinak.
OvSem

Z a; QBaQaﬂ)
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je v k-tém fadku a i-tém sloupku soucinu QgnQag, takie QpQns = E, proto matice
QBa a Qap jsou vzajemné inverzni a tedy obé reguldrni. O

Tvrzeni 9.4.3. Bud Q.. matice piechodu od staré bdze e k nové bdzi €' a budte x a x’
staré a nové souradnice jednoho vektoru. Potom

a = Qeer - T

Diikaz. Bud Qeer = (q;) matice pfechodu od staré baze e k nové bazi ¢’. Tedy
e; = Z qf-e;-.
J
Bud v = 2'e; + - 4 2", € V. Potom
= X e -
= al(grel +qieh + -+ afer,) + o+ 2 (gnel + e+ ane;,) =
= (ZJ qjl»xj) e+ (Z] q?-a:j> ey + e+ (Zj q;‘;rj> en.
Tedy

i g q;z’ a ¥ = Qe - . O
J

Piiklad. (1) M&jme R, starou bazi e = (6) a novou bézi ¢ = (1). Prov =2 je z = (1)
ax = (2).
Matice pfechodu od staré baze e k nové bazi € je

Qeer = (6) -

A skutecné
i =(6)(5) = ().

(2) Méjme R?, starou bazi e = ((1,—1),(1,1)) a novou bézi ¢ = ((0,2),(2,1)). Pro

v=(2,0)jex=(1,1) az’ =(—3,1).

Matice prechodu od staré baze e k nové bazi € je

A skuteéné

= Qu = <_

Tvrzeni 9.4.4. Bud'te V vektorovy prostor nad polem P, e = (e1,...,e,) jeho bdze,

Qee’ =

NI [V
DO[—= =

|

N[ o
It

u,v €V, p € P, x=(z,...,2") souradnice vektoru v a y = (y',...,y") souradnice
vektoru v. Pak v +vy = (z' + 9%, ..., 2" + y") jsou souradnice vektoru u +v a pr =
(pxl, ... ,pz™) jsou souradnice vektoru pu.

Dukaz. Cviceni. O
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9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. Bud'te «, 3 béze jednoho vektorového prostoru. Bize o mé stejnou
orientaci jako baze (3, jestlize det Q5 > 0.

Relace
a~ B pravé tehdy, kdyz « mé stejnou orientaci jako [

je relace ekvivalence. (Cviceni.) Tato relace ekvivalence rozdéluje mnozinu vech bézi
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktnich tiid.

Definice 9.5.2. Prohldsime-li nékterou z béazi vektorového prostoru, a spole¢né s ni
i kazdou béazi se stejnou orientaci, za kladnou (nebo kladné orientovanou), uréime tim
orientaci vektorového prostoru a vektorovy prostor je potom orientovany. Baze, které
nejsou kladné, jsou zdporné (nebo zdporné orientované).

Piiklad. Kanonickd baze prostoru P™ je obvykle uvazovana jako kladna. O

9.6. Pirimy soucet vektorovych prostora

Definice 9.6.1. Bud'te Vi,...,V, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském
sou¢inu V4 x --- x V,, zavedme séitani a ndsobeni skaldrem predpisem

(Ugy ey tup) + (V1,2 ooy 0n) = (U1 + 01, -« oy Uy + Vy),
p(uly"wun) = (pu17"'7pun)
pro libovolné (uy, ..., uy), (vi,...,vp) € Vi X --- XV, ape P.

Na V; x --- x V,, tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P, ktery
se znac¢i V1 @ --- @V, a je to primy soucet vektorovych prostora Vi,..., V.
Cviceni. Ovéite, ze V1 & --- @V, je vektorovy prostor. O
Tvrzeni 9.6.1. Budte Vi,...,V, koneénérozmérné vektorové prostory. Pak

dm(Vi@---aV,)=dimV; +--- +dim V.
Diikaz. Pro kazdé i necht (ef,... €}, ) je béze Vi. Potom

((6%707"’70)7"'7(67:’1711707"‘70)7
(0,€2,0,...,0),...,(0,€2,,0,...,0),

» Y“mgo
cey

(0,...,0,€t),...,(0,...,0,er ))

mn

je baze Vi @ --- @V, (cviceni). O

Piiklad. Bud V; = R a V5 = R2. Potom V; x V5 je mnozina R x R? uspofadanych dvojic
(z,y), kde x € Ray = (y1,y2) € R? tedy R x R? = {(z, (y1,%2))| € R, (y1,12) € R?}.
Napriklad

(17 (27 3)) + (27 (17 _1)) = (1 +2, (27 3) + (17 _1)) = (37 (37 2))7
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Bud e! = (1) baze R a bud e? = (e2,¢2) = ((1,0), (0,1)) baze R2. Potom trojice

= (e?
((e1,0), (0, €1), (0, €3)) = (1, (0,0)), (0, (1,0)), (0, (0,1)))
je bdze R ®R? a dim(R ® R?) =3 = dimR + dimR? = 1 + 2.



