
17. prosince 2025

Algebra I
2025/2026
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Matice 1

Pole

Uvažujme množinu všech reálných č́ısel. Reálná č́ısla sč́ıtáme a násob́ıme, přičteme-
li k reálnému č́ıslu nulu, dostaneme stejné č́ıslo, vynásob́ıme-li reálné č́ıslo jedničkou,
dostaneme stejné č́ıslo, ke každému reálnému č́ıslu existuje č́ıslo opačné (součet č́ısla
a k němu opačného č́ısla je roven 0), ke každému nenulovému reálnému č́ıslu existuje
č́ıslo inverzńı (převrácená hodnota, součin č́ısla a k němu inverzńıho č́ısla je roven 1).
Pro libovolná reálná č́ısla a, b, c nav́ıc plat́ı

a+ b = b+ a, a · b = b · a (součet a součin jsou komutativńı,
a+ (b+ c) = (a+ b) + c, a · (b · c) = (a · b) · c asociativńı
a · (b+ c) = a · b+ a · c a splňuj́ı distributivńı zákon)

Každá množina obsahuj́ıćı aspoň 2 prvky (obvykle označované 0 a 1) s uvedenými
operacemi s uvedenými vlastnostmi se nazývá pole. Př́ıkladem pole je pole komplexńıch
č́ısel, které znač́ıme C.

Každá podmnožina množiny komplexńıch č́ısel, která obsahuje 0 a 1, s každým č́ıslem
obsahuje k němu opačné, s každým nenulovým č́ıslem obsahuje k němu inverzńı a s li-
bovolnými dvěmi č́ısly obsahuje jejich součet i součin, se nazývá č́ıselné pole.

Př́ıklady č́ıselných poĺı jsou množina komplexńıch č́ısel C, množina reálných č́ısel R
a množina racionáńıch č́ısel Q. Např́ıklad množina celých č́ısel Z a množina přirozených
(kladných celých) č́ısel N nejsou pole.

Je-li P pole a n přirozené č́ıslo, potom Pn označuje množinu všech uspořádaných
n-tic prvk̊u pole P.

Poĺım se ještě budeme věnovat později, v kapitole 6, ale už před t́ım budeme využ́ıvat
některé vlastnosti pole, např́ıklad, že 0 ·x = x · 0 = 0 pro každé x z pole, nebo že součin
nenulových prvk̊u pole je také r̊uzný od nuly.

1. Matice

1.1. Matice

Definice 1.1.1. Bud’ P pole, bud’te m,n přirozená č́ısla. Matice typu m ⇥ n nad
polem P je tabulka o m řádćıch a n sloupćıch obsahuj́ıćı na každém mı́stě nějaký
prvek pole P (a nic jiného). Máme-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém
řádku a j-tém sloupku označujeme Ai

j a matici zapisujeme obvykle

A =

0

BBB@

A1
1 A1

2 . . . A1
n

A2
1 A2

2 . . . A2
n

...
...

...
Am

1 Am
2 . . . Am

n

1

CCCA

nebo stručněji A = (Ai
j)m⇥n nebo jen A = (Ai

j).

Matici typu m⇥n nad polem P je možné definovat také jako zobrazeńı z kartézského
součinu {1, 2, . . . ,m}⇥{1, 2, . . . , n} do pole P. Takové zobrazeńı tedy uspořádané dvojici
(i, j) přǐrazuje Ai

j 2 P a můžeme ho zapsat právě ve tvaru tabulky, která má v i-tém

řádku a j-tém sloupku prvek Ai
j .
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Horńım index̊um ř́ıkáme řádkové, dolńım index̊um ř́ıkáme sloupkové. Pro pevně zvo-
lené i

Ai
� =

�
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n

�

je i-tý řádek maticeA; je to tedy matice typu 1⇥n, někdy ji zapisujeme jako uspořádanou
n-tici (Ai

1, A
i
2, . . . , A

i
n) 2 Pn. Nulový řádek označme 0�. Pro pevně zvolené j

A�j =

0

BBB@

A1
j

A2
j
...

Am
j

1

CCCA

je j-tý sloupek matice A; je to tedy matice typum⇥1, někdy ji zapisujeme jako uspořáda-

nou m-tici (A1
j , A

2
j , . . . , A

m
j ) 2 Pm nebo

�
A1

j A2
j . . . Am

j

�T
nebo (A1

j , A
2
j , . . . , A

m
j )T.

Nulový sloupek označme 0�. To, že matice A je tvořena řádky Ai
�, resp. sloupky A�j ,

budeme někdy zapisovat

A =

0

BBB@

A1
�

A2
�
...

Am
�

1

CCCA
, resp. A =

�
A�1 A�2 . . . A�n

�
.

Definice 1.1.2. Matice A = (Ai
j) a B = (Bi

j) se vzájemně rovnaj́ı, jestliže jsou
stejného typu a na stejných mı́stech maj́ı stejné prvky, tedy jsou-li typu m⇥ n a pro
každé i 2 {1, 2, . . . ,m} a každé j 2 {1, 2, . . . , n} plat́ı Ai

j = Bi
j .

Definice 1.1.3. Matice A = (Ai
j)m⇥n je

• čtvercová, jestliže m = n,
• diagonálńı, jestliže je čtvercová a Ai

j = 0 pro i 6= j (prvky Ai
i jsou také

diagonálńı a tvoř́ı (hlavńı) diagonálu),
• jednotková, jestliže je diagonálńı a Ai

i = 1 pro každé i (označujeme ji En nebo
jen E),

• nulová, jestliže má všechny prvky nulové (označujeme ji 0m⇥n nebo jen 0),
• horńı resp. dolńı trojúhelńıková (nebo v horńım resp. dolńım trojúhelńıkovém
tvaru), jestliže je čtvercová a pod resp. nad diagonálou má jen nuly, tedy
Ai

j = 0 pro i > j resp. pro i < j,
• schodovitá (nebo ve schodovitém tvaru nebo také odstupňovaném tvaru),
jestliže každý nenulový řádek, kromě prvńıho, zač́ıná zleva v́ıce nulami než
řádek předchoźı,

• v Gaussově–Jordanově tvaru, jestliže
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) prvńı (zleva) nenulové prvky všech nenulových řádk̊u jsou 1,
(iii) ve sloupćıch nad (a nejen pod) prvńımi nenulovými prvky všech nenu-

lových řádk̊u jsou jen 0,
• v Gaussově kanonickém tvaru, jestliže je bud’ nulová, nebo jednotková, nebo
rovna matici✓
E 0
0 0

◆
,

kde E je jednotková matice a 0 označuj́ı nulové matice př́ıslušných typ̊u,
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• blokově diagonálńı, jestliže je rovna matici
0

BBB@

A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · Ak

1

CCCA
,

kde k > 1, A1, . . . , Ak jsou čtvercové matice (bloky) a 0 označuj́ı nulové matice
př́ıslušných typ̊u.

Množinu všech matic typu m ⇥ n nad polem P označujeme Mm⇥n(P ) nebo Pm⇥n;
v př́ıpadě čtvercových matic také Mn(P ) nebo gl(n, P ).

Př́ıklad. (1)

✓
1 2
3 4

◆
je čtvercová matice,

✓
1 2 3
4 5 6

◆
neńı čtvercová matice.

(2)

✓
1 0
0 4

◆
je diagonálńı matice,

✓
1 1
0 0

◆
neńı diagonálńı neńı.

(3)

E1 =
�
1
�
, E2 =

✓
1 0
0 1

◆
, E3 =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A jsou jednotkové matice.

(4)

02⇥2 =

✓
0 0
0 0

◆
, 02⇥3 =

✓
0 0 0
0 0 0

◆
jsou nulové matice.

(5)

0

@
1 2 3
0 4 0
0 0 5

1

A je horńı trojúhelńıková matice,

0

@
1 0 0
2 0 0
1 2 1

1

A je dolńı trojúhelńıková matice.

(6)

0

BB@

1 2 1 2
0 2 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA je matice ve schodovitém tvaru,

0

BB@

1 2 1 2
0 2 1 0
0 0 0 1
0 0 0 6

1

CCA neńı matice ve schodovitém tvaru.
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(7)
0

BB@

1 0 2 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA je matice v Gaussově–Jordanově tvaru,

0

BB@

1 0 1 2
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA neńı matice v Gaussově–Jordanově tvaru.

(8)
0

BB@

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 4
0 0 5 6

1

CCA je blokově diagonálńı matice,

0

BB@

1 0 0 0
3 1 2 0
0 0 1 0
0 0 2 3

1

CCA neńı blokově diagonálńı matice. ⇤

1.2. Operace s maticemi

1.2.1. Součet matic a násobek matice

Definice 1.2.1. Bud’te A,B matice typu m ⇥ n nad polem P. Součet matic A,B je
matice A + B typu m ⇥ n nad polem P taková, že pro všechna i 2 {1, 2, . . . ,m},
j 2 {1, 2, . . . , n}

(A+B)ij = Ai
j +Bi

j .

Sč́ıtáme tedy jen matice stejného typu. Matice r̊uzných typ̊u nelze sč́ıtat.

Definice 1.2.2. Bud’te A matice typu m⇥ n nad polem P a c 2 P. Potom c-násobek
maticeA je matice cA typum⇥n nad polem P taková, že pro všechna i 2 {1, 2, . . . ,m},
j 2 {1, 2, . . . , n}

(cA)ij = cAi
j .

Pro c = �1 se matice (�1)A znač́ı �A a nazývá se opačná matice k matici A.

Př́ıklad. Pro

A =

✓
1 2 3
4 5 6

◆
a B =

✓
�1 0 2
1 �3 7

◆
je

A+B =

✓
1 + (�1) 2 + 0 3 + 2
4 + 1 5 + (�3) 6 + 7

◆
=

✓
0 2 5
5 2 13

◆
,

6A =

✓
6 12 18

24 30 36

◆
, �B =

✓
1 0 �2

�1 3 �7

◆
. ⇤
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Cvičeńı. Spočtěte
✓
1 2
3 4

◆
+

✓
2 1
0 �1

◆ ✓
2 1
0 �1

◆
+

✓
1 2
3 4

◆

✓
3 1
0 0

◆
+

✓
1 2
3 4

◆ ✓
0 0

�2 1

◆
+

✓
1 2
3 4

◆

✓
0 �1
0 1

◆
+

✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 0

�2 0

◆
+

✓
1 2
3 4

◆

✓
0 0
0 0

◆
+

✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 2
3 4

◆
+

✓
�1 �2
�3 �4

◆
. ⇤

Tvrzeńı 1.2.1. Necht’ A,B,C jsou matice stejného typu nad polem P a c, k 2 P. Pak

(1) A+B = B +A,
(2) A+ (B + C) = (A+B) + C,
(3) A+ 0 = A,
(4) A+ (�A) = 0,

(5) 1A = A,
(6) c(A+B) = cA+ cB,
(7) (c+ k)A = cA+ kA,
(8) c(kA) = (ck)A.

D̊ukaz. Uvedeme jen d̊ukaz bod̊u (2) a (6), ostatńı ponecháme jako cvičeńı.
(2) Máme dokázat, že matice A+(B+C) se rovná matici (A+B)+C. Předpokládejme,

že A,B,C jsou typu m⇥n. Potom i B+C a A+B jsou typu m⇥n, a tedy i A+(B+C)
a (A+B) + C jsou typu m⇥ n.

Pro každé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} prvek v i-tém řádku a j-tém sloupku
matice A+ (B + C) je

(A+ (B + C))ij = (podle definice součtu matic)

= Ai
j + (B + C)ij = (podle definice součtu matic)

= Ai
j + (Bi

j + Ci
j) = (d́ıky asociativitě sč́ıtáńı v poli)

= (Ai
j +Bi

j) + Ci
j = (podle definice součtu matic)

= (A+B)ij + Ci
j = (podle definice součtu matic)

= ((A+B) + C)ij ,

což je prvek v i-tém řádku a j-tém sloupku matice (A+B) + C.
Dokázali jsme, že matice A+(B+C) a (A+B)+C jsou stejného typu a na stejných

mı́stech maj́ı stejné prvky.
(6) Máme dokázat, že matice c(A+B) se rovná matici cA+ cB. Předpokládejme, že

A,B jsou typu m ⇥ n. Potom i A + B, cA a cB jsou typu m ⇥ n, a tedy i c(A + B)
a cA+ cB jsou typu m⇥ n.

Pro každé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} prvek v i-tém řádku a j-tém sloupku
matice c(A+B) je

(c(A+B))ij = (podle definice c-násobku matice)

= c(A+B)ij = (podle definice součtu matic)

= c(Ai
j +Bi

j) = (d́ıky distributivńımu zákonu v poli)

= cAi
j + cBi

j = (podle definice c-násobku matice)

= (cA)ij + (cB)ij = (podle definice součtu matic)

= (cA+ cB)ij ,

což je prvek v i-tém řádku a j-tém sloupku matice cA+ cB.
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Dokázali jsme, že matice c(A+B) a cA+cB jsou stejného typu a na stejných mı́stech
maj́ı stejné prvky. ⇤

Uvedli jsme si, že řádky a sloupky matice chápeme jako matice. Můžeme je tedy také
násobit prvky př́ıslušného pole, můžeme sč́ıtat řádky a sč́ıtat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejným polem.

Následuj́ıćı definici formulujeme pouze pro řádky matice, ale obdobně ji lze formulovat
pro sloupky, uspořádané n-tice a matice.

Definice 1.2.3. Bud’te Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� řádky matice nad polem P, c1, c2, . . . , ck 2 P.
Lineárńı kombinace řádk̊u Ai1

� , A
i2
� , . . . , A

ik� s koeficienty c1, c2, . . . , ck je řádek

c1A
i1
� + c2A

i2
� + · · ·+ ckA

ik
� =

kX

j=1

cjA
ij
� .

Máme-li prázdnou množinu řádk̊u (tedy, nemáme žádný řádek), jejich lineárńı kom-
binaci definujeme jako nulový řádek. Takže, nulový řádek je lineárńı kombinaćı řádk̊u
z prázdné množiny.

Př́ıklad. Mějme

A =

0

BBBBBB@

3 2 1 0
�1 0 1 �1
0 2 �1 0
1 0 1 0

�1 0 1 2
1 �1 2 1

1

CCCCCCA
, tedy

A1
� =

�
3 2 1 0

�

A2
� =

�
�1 0 1 �1

�

A3
� =

�
0 2 �1 0

�

A4
� =

�
1 0 1 0

�

A5
� =

�
�1 0 1 2

�

A6
� =

�
1 �1 2 1

�
.

Pro A1
�, A

3
�, A

6
� a c1 = 2, c2 = �1, c3 = 2 dostaneme

c1A
1
� + c2A

3
� + c3A

6
� =

= 2 ·
�
3 2 1 0

�
+ (�1) ·

�
0 2 �1 0

�
+ 2 ·

�
1 �1 2 1

�
=

=
�
6 4 2 0

�
+
�
0 �2 1 0

�
+
�
2 �2 4 2

�
=

=
�
8 0 7 2

�
. ⇤

1.2.2. Součin

Definice 1.2.4. Bud’te A matice typu m ⇥ n a B matice typu n ⇥ p nad polem P.
Součin matic A,B (v tomto pořad́ı) je matice A · B (obvykle označovaná jen AB)
typu m⇥ p nad polem P taková, že pro všechna i 2 {1, 2, . . . ,m}, j 2 {1, 2, . . . , p}

(AB)ij = Ai
1B

1
j +Ai

2B
2
j + · · ·+Ai

nB
n
j =

nX

k=1

Ai
kB

k
j .

Matice B má tedy tolik řádk̊u, kolik má matice A sloupk̊u. Prvek matice AB v i-tém
řádku a j-tém sloupku źıskáme tedy tak, že sečteme součiny prvk̊u v i-tém řádku matice
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A s odpov́ıdaj́ıćımi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AB =

0

BBB@

A1
1B

1
1 +A1

2B
2
1 + · · ·+A1

nB
n
1 · · · A1

1B
1
p +A1

2B
2
p + · · ·+A1

nB
n
p

A2
1B

1
1 +A2

2B
2
1 + · · ·+A2

nB
n
1 · · · A2

1B
1
p +A2

2B
2
p + · · ·+A2

nB
n
p

...
...

Am
1 B1

1 +Am
2 B2

1 + · · ·+Am
n Bn

1 · · · Am
1 B1

p +Am
2 B2

p + · · ·+Am
n Bn

p

1

CCCA
=

=

0

BBB@

A1
1B

1
� +A1

2B
2
� + · · ·+A1

nB
n
�

A2
1B

1
� +A2

2B
2
� + · · ·+A2

nB
n
�

...
Am

1 B1
� +Am

2 B2
� + · · ·+Am

n Bn
�

1

CCCA
=

=

0

BBB@

A1
�B

A2
�B
...

Am
� B

1

CCCA
=

=
�
B1

1A
�
1 +B2

1A
�
2 + · · ·+Bn

1A
�
n · · · B1

pA
�
1 +B2

pA
�
2 + · · ·+Bn

pA
�
n

�
=

=
�
AB�1 AB�2 · · · AB�p

�
.

Čili, prvńı řádek matice AB źıskáme tak, že vezmeme A1
1-násobek řádku B1

� , A
1
2-násobek

řádku B2
� , ..., A

1
n-násobek řádku Bn

� a všechny tyto násobky sečteme. Je to tedy lineárńı
kombinace řádk̊u matice B s koeficienty z prvńıho řádku matice A, jinými slovy, součin
prvńıho řádku matice A, řádek je matice typu 1⇥ n, a matice B.

Obdobně źıskáme ostatńı řádky matice AB. Obecně, i-tý řádek matice AB źıskáme
tak, že pro každé k 2 {1, 2, . . . , n} prvkem Ai

k vynásob́ıme k-tý řádek matice B a všechny
tyto násobky sečteme. Takže i-tý řádek matice AB je lineárńı kombinace řádk̊u matice
B s koeficienty z i-tého řádku matice A, jinými slovy, součin i-tého řádku matice A,
řádek je matice typu 1⇥ n, a matice B.

Analogicky, prvńı sloupek matice AB źıskáme tak, že vezmeme B1
1-násobek sloupku

A�1, B
2
1-násobek sloupku A�2, ..., B

n
1 -násobek sloupku A�n a všechny tyto násobky sečteme.

Je to tedy lineárńı kombinace sloupk̊u matice A s koeficienty z prvńıho sloupku matice
B, jinými slovy, součin matice A a prvńıho sloupku matice B, sloupek je matice typu
n⇥ 1.

Obdobně źıskáme ostatńı sloupky matice AB. Obecně, j-tý sloupek matice AB
źıskáme tak, že pro každé k 2 {1, 2, . . . , n} prvkem Bk

j vynásob́ıme k-tý sloupek matice
A a všechny tyto násobky sečteme. Takže j-tý sloupek matice AB je lineárńı kombinace
sloupk̊u matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B, jinými slovy, součin matice
A a j-tého sloupku matice B, sloupek je matice typu n⇥ 1.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhá má tolik řádk̊u, kolik má prvńı
sloupk̊u), nelze je (v daném pořad́ı) násobit, př́ıslušný součin neexistuje.

Př́ıklad. (1) Pro

A =

✓
1 2
3 4

◆
, B =

✓
�1 0
1 2

◆
je
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AB =

✓
1 4
1 8

◆
=

=

✓
1 · (�1) + 2 · 1 1 · 0 + 2 · 2
3 · (�1) + 4 · 1 3 · 0 + 4 · 2

◆
=

=

✓
1 ·
�
�1 0

�
+ 2 ·

�
1 2

�

3 ·
�
�1 0

�
+ 4 ·

�
1 2

�
◆

=

✓�
�1 0

�
+
�
2 4

�
�
�3 0

�
+
�
4 8

�
◆

=

=

0

BB@

�
1 2

�
·
✓
�1 0
1 2

◆

�
3 4

�
·
✓
�1 0
1 2

◆

1

CCA =

=

✓
�1 ·

✓
1
3

◆
+ 1 ·

✓
2
4

◆
0 ·
✓
1
3

◆
+ 2 ·

✓
2
4

◆◆
=

=

✓✓
�1
�3

◆
+

✓
2
4

◆ ✓
0
0

◆
+

✓
4
8

◆◆
=

=

✓✓
1 2
3 4

◆
·
✓
�1
1

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0
2

◆◆
,

BA =

✓
�1 �2
7 10

◆
=

=

✓
(�1) · 1 + 0 · 3 (�1) · 2 + 0 · 4
1 · 1 + 2 · 3 1 · 2 + 2 · 4

◆
=

=

✓
�1 ·

�
1 2

�
+ 0 ·

�
3 4

�

1 ·
�
1 2

�
+ 2 ·

�
3 4

�
◆

=

✓�
�1 �2

�
+
�
0 0

�
�
1 2

�
+
�
6 8

�
◆

=

=

0

BB@

�
�1 0

�
·
✓
1 2
3 4

◆

�
1 2

�
·
✓
1 2
3 4

◆

1

CCA =

=

✓
1 ·
✓
�1
1

◆
+ 3 ·

✓
0
2

◆
2 ·
✓
�1
1

◆
+ 4 ·

✓
0
2

◆◆
=

=

✓✓
�1
1

◆
+

✓
0
6

◆ ✓
�2
2

◆
+

✓
0
8

◆◆
=

=

✓✓
�1 0
1 2

◆
·
✓
1
3

◆ ✓
�1 0
1 2

◆
·
✓
2
4

◆◆
.

(2) Pro

A =
�
1 2

�
, B =

✓
0
3

◆
je

AB =
�
1 · 0 + 2 · 3

�
=
�
6
�
,

BA =

✓
0 · 1 0 · 2
3 · 1 3 · 2

◆
=

✓
0 0
3 6

◆
.

(3) Pro

A =
�
1 2

�
, B =

✓
0 1
1 0

◆
je AB =

�
2 1

�
, BA neexistuje. ⇤

Předcházej́ıćı př́ıklady ukazuj́ı, že součin matic neńı komutativńı, tedy nemuśı platit
AB = BA.
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Cvičeńı. Spočtěte
✓
1 2
3 4

◆
·
✓
2 1
0 �1

◆ ✓
2 1
0 �1

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
1 2
3 4

◆
·
✓
1
0

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0
1

◆

�
1 0

�
·
✓
1 2
3 4

◆ �
0 1

�
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
0 0

�2 1

◆
·
✓
1 2
3 4

◆ ✓
3 1
0 0

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
0 �1
0 1

◆
·
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 0

�2 0

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0 �1
0 1

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓

1 0
�2 0

◆

✓
0 0
0 0

◆
·
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0 0
0 0

◆

✓
1 0
2 3

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆ ✓
0 1
2 3

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆

✓
2 3
1 0

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆ ✓
2 3
0 1

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆

0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
1 2
0 3

◆ 0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
0 2
1 3

◆

0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
2 1
3 0

◆ 0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
2 0
3 1

◆

✓
1 0
0 1

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆ ✓
0 1
1 0

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆

0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
1 0
0 1

◆ 0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
0 1
1 0

◆

0

@
1 0 0
2 3 4
5 6 7

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A ·

0

@
1 2 0
3 4 1
5 6 0

1

A

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A ·

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

0

@
1 2 3
0 4 5
0 0 6

1

A ·

0

@
3 2 1
0 6 5
0 0 4

1

A

0

@
1 0 0
2 3 0
4 5 6

1

A ·

0

@
6 0 0
4 5 0
3 2 1

1

A
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0

@
1 0 0
0 2 3
0 4 5

1

A ·

0

@
5 0 0
0 4 3
0 2 1

1

A

0

@
1 2 0
3 4 0
0 0 5

1

A ·

0

@
5 4 0
3 2 0
0 0 1

1

A

0

BB@

1 0 0 0
0 2 3 4
0 5 6 7
0 8 9 0

1

CCA ·

0

BB@

2 0 0 0
0 3 4 5
0 6 7 8
0 9 0 1

1

CCA

0

BB@

1 2 0 0
3 4 0 0
0 0 5 4
0 0 3 2

1

CCA ·

0

BB@

4 3 0 0
2 1 0 0
0 0 1 4
0 0 2 3

1

CCA

0

BB@

1 0 0 0
0 2 3 0
0 4 5 0
0 0 0 6

1

CCA ·

0

BB@

2 0 0 0
0 3 4 0
0 5 1 0
0 0 0 6

1

CCA

0

BB@

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

1

CCA ·

0

BB@

5 0 0 0
0 6 0 0
0 0 7 0
0 0 0 8

1

CCA

✓
1 2
3 4

◆
·
✓
�2 1

3
2 �1

2

◆ ✓
�2 1

3
2 �1

2

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

�
0 1

�
·
✓
1
0

◆ ✓
1
0

◆
·
�
0 1

�

✓
0 1
0 0

◆
·
✓
0 1
0 0

◆ ✓
0 1
1 0

◆
·
✓
0 1
1 0

◆
. ⇤

Tvrzeńı 1.2.2. (1) Je-li i-tý řádek matice A nulový, pak i-tý řádek matice AB je
nulový.

(2) Je-li j-tý sloupek matice B nulový, pak j-tý sloupek matice AB je nulový.

(3) Součin diagonálńıch matic je diagonálńı matice.

(4) Součin blokově diagonálńıch matic s bloky stejných typ̊u je blokově diagonálńı ma-
tice s bloky stejných typ̊u.

D̊ukaz. Uvedeme jen d̊ukaz bodu (4), ostatńı ponecháme jako cvičeńı.
(4) Bud’te A,B blokově diagonálńı matice s bloky A1, . . . , Ap, resp. B1, . . . , Bp ta-

kovými, že pro každé i Ai, Bi jsou stejného typu. A,B jsou tedy čtvercové matice
stejného typu a je možné je vzájemně násobit.

i-tý řádek matice A je

Ai
� =

�
0 . . . 0 Ai

i1 . . . Ai
im 0 . . . 0

�
,

čili Ai
j = 0 pro j < i1 a j > im.

j-tý sloupek matice B je

B�j =

0

BBBBBBBBBBBBBBB@

0
...
0

Bj1
j
...

Bjn
j

0
...
0

1

CCCCCCCCCCCCCCCA

,

čili Bi
j = 0 pro i < j1 a i > jn.
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Jsou-li i, j taková, že pozice v i-tém řádku a j-tém sloupku je mimo bloky A1, . . . , Ap,
resp. B1, . . . , Bp, pak bud’ i1 > jn nebo im < j1. V obou př́ıpadech pro každé k bud’

Ai
k = 0 nebo Bk

j = 0. Jelikož 0 ·x = x ·0 = 0 pro každé x z př́ıslušného pole, viz kapitola

6, v obou př́ıpadech pro každé k plat́ı Ai
kB

k
j = 0, tedy i

(AB)ij =
X

k

Ai
kB

k
j = 0,

takže AB je blokově diagonálńı matice s bloky stejných typ̊u, jakých jsou bloky v ma-
tićıch A a B. ⇤

Tvrzeńı 1.2.3. Necht’ A,B,C jsou matice nad polem P takové, že ńı̌ze uvedené operace
jsou definovány, a c 2 P. Pak plat́ı

(1) A(BC) = (AB)C,
(2) AE = EA = A,
(3) A(B + C) = AB +AC,

(4) (A+B)C = AC +BC,
(5) c(AB) = (cA)B = A(cB).

D̊ukaz. Uvedeme jen d̊ukaz bod̊u (1) a (3), ostatńı ponecháme jako cvičeńı.
(1) Předpokládejme, že A je matice typu m⇥n, B je matice typu n⇥p a C je matice

typu p⇥ q. Potom AB je matice typu m⇥ p a BC je matice typu n⇥ q, takže A(BC)
a (AB)C jsou matice typu m⇥ q.

(A(BC))ij = (podle definice součinu matic)

=
nX

k=1

Ai
k(BC)kj = (podle definice součinu matic)

=
nX

k=1

Ai
k

pX

l=1

(Bk
l C

l
j) = (d́ıky distributivńımu zákonu v poli)

=
nX

k=1

pX

l=1

Ai
k(B

k
l C

l
j) = (d́ıky asociativitě součinu v poli)

=
nX

k=1

pX

l=1

(Ai
kB

k
l )C

l
j = (d́ıky komutativitě součtu v poli)

=
pX

l=1

nX

k=1

(Ai
kB

k
l )C

l
j = (podle definice součinu matic)

=
pX

l=1

(AB)ilC
l
j = (podle definice součinu matic)

= ((AB)C)ij .

(3) Předpokládejme, že A je matice typu m ⇥ n a B,C jsou matice typu n ⇥ p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m ⇥ p a pro každé i 2 {1, 2, . . . ,m}
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a j 2 {1, 2, . . . , p} plat́ı

(A(B + C))ij = (podle definice součinu matic)

=
nX

k=1

Ai
k(B + C)kj = (podle definice součtu matic)

=
nX

k=1

Ai
k(B

k
j + Ck

j ) = (d́ıky distributivńımu zákonu v poli)

=
nX

k=1

(Ai
kB

k
j +Ai

kC
k
j ) = (d́ıky komutativitě sč́ıtáńı v poli)

=
nX

k=1

Ai
kB

k
j +

nX

k=1

Ai
kC

k
j = (podle definice součinu matic)

= (AB)ij + (AC)ij = (podle definice součtu matic)

= (AB +AC)ij . ⇤

1.2.3. Transponováńı

Definice 1.2.5. Transponovaná matice k matici A typu m ⇥ n je matice AT typu
n⇥m, kde (AT)ij = Aj

i pro všechna i, j.

Př́ıklad.

✓
1 2 3
4 5 6

◆T

=

0

@
1 4
2 5
3 6

1

A ⇤

Tvrzeńı 1.2.4. Necht’ A,B jsou matice nad polem P takové, že ńı̌ze uvedené operace
jsou definovány, a c 2 P. Pak plat́ı

(1) A = (AT)T,
(2) (A+B)T = AT +BT,

(3) (cA)T = cAT,
(4) (AB)T = BTAT.

D̊ukaz. (1) Je-li A typu m⇥ n, potom AT je typu n⇥m a (AT)T je typu m⇥ n. Nav́ıc
pro každé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} plat́ı

((AT)T)ij = (AT)ji = Ai
j .

(4) Bud’te A matice typu m⇥ n a B matice typu n⇥ p. Pak AT je typu n⇥m, BT

je typu p ⇥ n, AB je typu m ⇥ p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p ⇥ m. Pro každé
i 2 {1, 2, . . . , p} a j 2 {1, 2, . . . ,m} plat́ı

((AB)T)ij = (AB)ji =
nX

k=1

Aj
kB

k
i =

nX

k=1

Bk
i A

j
k =

nX

k=1

(BT)ik(A
T)kj =

= (BTAT)ij .

Ostatńı body jsou ponechány jako cvičeńı. ⇤

Cvičeńı. Ukažte, že pro libovolné k 2 N a libovolné matice A1, . . . , Ak vhodných typ̊u
plat́ı (A1 · · ·Ak)T = AT

k · · ·AT
1. ⇤
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1.3. Elementárńı úpravy a speciálńı tvary matic

1.3.1. Elementárńı úpravy

Definice 1.3.1. Mějme matici nad polem P. Řádkové elementárńı úpravy matice jsou

(1) přičteńı c-násobku j-tého řádku k i-tému řádku, kde c 2 P a i 6= j,
(2) vynásobeńı i-tého řádku nenulovým prvkem c 2 P,
(3) vzájemná výměna i-tého řádku a j-tého řádku.

Sloupkové elementárńı úpravy matice definujeme analogicky.

Cvičeńı. Proved’te vzájemnou výměnu dvou řádk̊u pomoćı konečně mnoha úprav typ̊u
(1) a (2). ⇤

Mějme matici A. Přičteńım c-násobku j-tého řádku k i-tému řádku změńıme i-tý
řádek na

�
Ai

1 + cAj
1 Ai

2 + cAj
2 . . . Ai

n + cAj
n

�
a ostatńı řádky z̊ustanou beze změny.

Po vynásobeńı i-tého řádku prvkem c 2 P i-tý řádek bude
�
cAi

1 cAi
2 . . . cAi

n

�

a ostatńı řádky z̊ustanou beze změny.
Po vzájemné výměně i-tého řádku a j-tého řádku i-tý řádek bude

�
Aj

1 Aj
2 . . . Aj

n

�
,

j-tý řádek bude
�
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n

�
a ostatńı řádky z̊ustanou beze změny.

Sloupkové úpravy funguj́ı analogicky pro sloupky.

Př́ıklad. (1) Přičteńım 3-násobku prvńıho řádku k druhému řádku uprav́ıme matici
✓
1 2 3
4 5 6

◆
na matici

✓
1 2 3
7 11 15

◆
.

(2) Vzájemnou výměnou prvńıho sloupku a třet́ıho sloupku uprav́ıme matici
✓
1 2 3
7 11 15

◆
na matici

✓
3 2 1
15 11 7

◆
. ⇤

Ke všem elementárńım úpravám existuj́ı úpravy inverzńı, které jsou také elementárńı
a upravenou matici převedou zpět na p̊uvodńı matici. Inverzńı úpravy k řádkovým
úpravám jsou

(1) přičteńı �c-násobku j-tého řádku k i-tému řádku,
(2) vynásobeńı i-tého řádku prvkem c�1,
(3) vzájemná výměna i-tého řádku a j-tého řádku.

Inverzńı úpravy ke sloupkovým úpravám jsou obdobné.

Př́ıklad. (1) Přičteńım �3-násobku prvńıho řádku k druhému řádku uprav́ıme matici
✓
1 2 3
7 11 15

◆
na matici

✓
1 2 3
4 5 6

◆
.

(2) Vzájemnou výměnou prvńıho sloupku a třet́ıho sloupku uprav́ıme matici
✓
3 2 1
15 11 7

◆
na matici

✓
1 2 3
7 11 15

◆
. ⇤

Definice 1.3.2. Matice A,B jsou ekvivalentńı, jestliže B může vzniknout z A
konečnou posloupnost́ı elementárńıch úprav. Je-li možné toho dosáhnout pomoćı pouze
řádkových, resp. sloupkových úprav, matice jsou řádkově, resp. sloupkově ekvivalentńı.
V každém př́ıpadě znač́ıme A ⇠ B.



14 Matice

Př́ıklad.

✓
1 2 3
4 5 6

◆
⇠
✓
1 2 3
2 1 0

◆
⇠
✓
2 4 6
2 1 0

◆
⇠
✓
2 1 0
2 4 6

◆
⇠
✓
0 1 2
6 4 2

◆
. ⇤

Tvrzeńı 1.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na množině všech matic stejného
typu nad stejným polem.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

1.3.2. Schodovitý, Gauss̊uv–Jordan̊uv a Gauss̊uv kanonický tvary matic

Připomeňme si definice z podkapitoly 1.1.

Definice 1.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru (nebo také odstupňovaném tvaru),
jestliže každý nenulový řádek, kromě prvńıho řádku, zač́ıná zleva v́ıce nulami než
řádek předchoźı.

Z toho plyne, že v matici ve schodovitém tvaru všechny řádky pod nulovým řádkem
jsou nulové.

Definice 1.3.4. Matice je v Gaussově–Jordanově tvaru, jestliže

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v každém nenulovém řádku prvńı (zleva) nenulový prvek je 1,
(iii) v každém sloupku, ve kterém je prvńı nenulový prvek nějakého řádku, ostatńı

prvky jsou 0.

Definice 1.3.5. Matice je v Gaussově kanonickém tvaru, jestliže je bud’ nulová, nebo
jednotková, nebo rovna matici

✓
E 0
0 0

◆
,

kde E je jednotková matice a 0 označuje nulové matice př́ıslušných typ̊u.

Př́ıklad. (1) Necht’

A =

0

BBBB@

1 2 3 4
0 0 2 1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 6

1

CCCCA
, B =

0

BBBB@

1 2 3 4
0 3 2 1
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
, C =

0

BBBB@

1 0 3 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
.

Matice A neńı ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neńı v Gaus-
sově–Jordanově tvaru. Matice C je v Gaussově–Jordanově tvaru.

(2) Každá nulová matice je ve schodovitém tvaru i v Gaussově–Jordanově tvaru i v Gaus-
sově kanonickém tvaru. ⇤
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Definice 1.3.6. Mějme nenulovou matici. Gaussova eliminace je úprava matice podle
následuj́ıćıho algoritmu.
Bud’ i = 1.

(1) Uvažujme prvńı sloupek, který má nějaký nenulový prvek v i-tém nebo nižš́ım
řádku.

(2) Neńı-li v i-tém řádku uvažovaného sloupku nenulový prvek, vyměńıme i-tý
řádek s vhodným nižš́ım řádkem.

(3) V uvažovaném sloupku vynulujeme prvky v řádćıch pod i-tým řádkem přičte-
ńım vhodných násobk̊u i-tého řádku.

(4) Vezměme i o 1 větš́ı (i := i+1). Existuje-li sloupek, který má nějaký nenulový
prvek v i-tém nebo nižš́ım řádku, vrat’me se do bodu (1). Jestliže takový
sloupek neexistuje, algoritmus konč́ı.

Tvrzeńı 1.3.2. Každá matice je řádkově ekvivalentńı matici ve schodovitém tvaru.

D̊ukaz. Nulová matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici uprav́ıme
pomoćı Gaussovy eliminace. Všechny provedené úpravy jsou řádkové elementárńı úpravy
a z postupu při Gaussově eliminaci vyplývá, že každý nenulový řádek, kromě prvńıho
řádku, zač́ıná v́ıce nulami než řádek předchoźı. ⇤

Z Tvrzeńı 1.5.2 a 1.5.3 vyplývá, že počet nenulových řádk̊u v matici źıskané Gaussovou
eliminaćı je určen jednoznačně, nezáviśı na tom, jak byla Gaussova eliminace použita,
přesněji, k jaké výměně řádk̊u došlo v bodě (2).

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bázový, jestliže neńı nulový a neńı lineárńı kombi-
naćı předchoźıch sloupk̊u.

Bázové sloupky matice jsou právě ty sloupky, které jsou uvažovány v bodě (1) v Gaus-
sově eliminaci.

Pozice (indexy) bázových sloupk̊u v matici jsou matićı určeny jednoznačně.

Definice 1.3.8. Mějme nenulovou matici. Gaussova–Jordanova eliminace je úprava
matice podle následuj́ıćıho algoritmu.
Bud’ i = 1.

(1) Uvažujme prvńı nenulový sloupek, který má nějaký nenulový prvek v i-tém
nebo nižš́ım řádku.

(2) Neńı-li v i-tém řádku uvažovaného sloupku nenulový prvek, vyměńıme i-tý
řádek s vhodným nižš́ım řádkem.

(3) i-tý řádek vynásob́ıme převrácenou hodnotou jeho prvńıho nenulového prvku.
(4) V uvažovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-tý řádek přičteńım vhodných

násobk̊u i-tého řádku.
(5) Vezměme i o 1 větš́ı (i := i+1). Existuje-li nenulový sloupek, který má nějaký

nenulový prvek v i-tém nebo nižš́ım řádku, vrat’me se do bodu (1). Jestliže
takový sloupek neexistuje, algoritmus konč́ı.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je možné ekvivalentně definovat i tak, že matici uprav́ı-
me pomoćı Gaussovy eliminace (na schodovitý tvar), každý nenulový řádek vynásob́ıme
převrácenou hodnotou jeho prvńıho nenulového prvku a vynulujeme všechny prvky nad
všemi prvńımi nenulovými prvky řádk̊u.

Tvrzeńı 1.3.3. Každá matice je řádkově ekvivalentńı matici v Gaussově–Jordanově
tvaru.
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D̊ukaz. Nulová matice je v Gaussově–Jordanově tvaru. Libovolnou nenulovou matici
uprav́ıme pomoćı Gaussovy–Jordanovy eliminace. Všechny provedené úpravy jsou řád-
kové elementárńı úpravy a z postupu při Gaussově–Jordanově eliminaci vyplývá, že
výsledná matice je v Gaussově–Jordanově tvaru. ⇤

Matićı je jednoznačně určena řádkově ekvivalentńı matice v Gaussově-Jordanově
tvaru, tedy pro každou matici existuje právě jedna matice v Gaussově-Jordanově tvaru
řádkově ekvivalentńı p̊uvodńı matici.

Tvrzeńı 1.3.4. Každá matice je ekvivalentńı matici v Gaussově kanonickém tvaru.

D̊ukaz. Pro nulovou matici a jednotkovou matici neńı co dokazovat. Libovolnou jinou
matici lze převést na ekvivalentńı matici v Gaussově kanonickém tvaru s použit́ım
řádkových i sloupkových elementárńıch úprav a pomoćı algoritmu, který źıskáme vhod-
nou úpravou Gaussovy–Jordanovy eliminace. Podrobnosti ponecháme jako cvičeńı. ⇤

1.3.3. Elementárńı matice

Definice 1.3.9. Elementárńı matice jsou:

(1) pro i 6= j

Ei,j(c) =

0

BBBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . c . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCCA

i-tý řádek

j-tý řádek

(2) pro c 6= 0

Ei(c) =

0

BBBB@

1 . . . 0 . . . 0
. . . . . .

0 . . . c . . . 0
. . . . . .

0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCA
i-tý řádek

(3) pro i 6= j

Ei,j =

0

BBBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCCA

i-tý řádek

j-tý řádek

Každá elementárńı matice vznikne z jednotkové matice provedeńım vhodné řádkové
nebo sloupkové elementárńı úpravy.

Matice Ei,j(c) vznikne z jednotkové matice E přičteńım c-násobku j-tého řádku k i-
tému řádku a od jednotkové matice se lǐśı jen t́ım, že (Ei,j(c))ij = c, zat́ımco Ei

j = 0.

Matice Ei(c) vznikne z jednotkové matice E vynásobeńım i-tého řádku prvkem c
a od jednotkové matice se lǐśı jen t́ım, že (Ei(c))ii = c, zat́ımco Ei

i = 1.
Matice Ei,j vznikne z jednotkové matice E výměnou i-tého řádku a j-tého řádku a od

jednotkové matice lǐśı jen t́ım, že i-tý a j-tý řádky jsou vzájemně vyměněny.
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Lemma 1.3.5. Bud’te A,B matice.

(1) Matice B m̊uže vzniknout z matice A pomoćı jedné řádkové elementárńı úpravy
právě tehdy, když existuje elementárńı matice Q taková, že B = QA.

(2) Matice B m̊uže vzniknout z matice A pomoćı jedné sloupkové elementárńı úpravy
právě tehdy, když existuje elementárńı matice Q taková, že B = AQ.

D̊ukaz. Př́ımým výpočtem lze ověřit, že přičteńı c-násobku j-tého řádku k i-tému řádku
je totéž co vynásobeńı matićı Ei,j(c) zleva, vynásobeńı i-tého řádku prvkem c 2 P je
totéž co vynásobeńı matićı Ei(c) zleva a výměna i-tého řádku a j-tého řádku je totéž
co vynásobeńı matićı Ei,j zleva. Viz také komentář za Definićı 1.2.4 součinu matic.
Analogicky pro sloupkové úpravy a násobeńı zprava. Cvičeńı. ⇤

Př́ıklad. Bud’te

A =

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A , B1 =

0

@
7 6 5
4 5 4
3 2 1

1

A , B2 =

0

@
1 2 3
4 5 4
6 4 2

1

A , B3 =

0

@
3 2 1
4 5 4
1 2 3

1

A .

Potom

B1 = E1,3(2) ·A =

0

@
1 0 2
0 1 0
0 0 1

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A =

0

@
1 ·A1

� + 2 ·A3
�

A2
�

A3
�

1

A

B2 = E3(2) ·A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 2

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A =

0

@
A1
�

A2
�

2 ·A3
�

1

A

B3 = E1,3 ·A =

0

@
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A =

0

@
A3
�

A2
�

A1
�

1

A . ⇤

Lemma 1.3.6. Transponované matice k elementárńım matićım jsou elementárńı ma-
tice.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

1.4. Inverzńı matice

Definice 1.4.1. Bud’ A čtvercová matice. Matice X je inverzńı k matici A, je-li
stejného typu a plat́ı

AX = XA = E.

Inverzńı matice k matici A se znač́ı A�1. Matice je invertibilńı, existuje-li matice k ńı
inverzńı.

Př́ıklad. (1) Každá jednotková matice E je invertibilńı a E�1 = E.

(2)

A =

✓
0 1
1 0

◆
je invertibilńı, protože A ·A = E, a tedy A�1 = A.

(3)

A =

✓
1 2
0 0

◆
neńı invertibilńı, protože pro libovolnou matici X typu 2⇥ 2
AX má druhý řádek nulový a neńı to tedy jednotková matice.
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(4)

A =

✓
0 1
0 2

◆
neńı invertibilńı, protože pro libovolnou matici X typu 2⇥ 2
XA má prvńı sloupek nulový a neńı to tedy jednotková matice.

(5) Necht’

A =

✓
1 �1
1 �1

◆
a X =

✓
a b
c d

◆
.

Předpokládejme, že X je inverzńı k A. Pak AX = E, tedy
✓
1 �1
1 �1

◆
·
✓
a b
c d

◆
=

✓
1 0
0 1

◆
.

Z toho dostaneme rovnosti

a� c = 1, b� d = 0, a� c = 0, b� d = 1.

Ze třet́ı rovnosti máme a = c a po dosazeńı do prvńı rovnosti máme 0 = 1, což je spor.
Z toho vyplývá, že neexistuje matice X taková, že AX = E, a matice A tedy neńı
invertibilńı.

(6) Žádná nulová matice neńı invertibilńı.

(7) Elementárńı matice jsou invertibilńı a př́ımým výpočtem lze ověřit (cvičeńı), že

(Ei,j(c))�1 = Ei,j(�c), (Ei(c))�1 = Ei(c�1), (Ei,j)�1 = Ei,j. ⇤
Tvrzeńı 1.4.1. Ke každé matici existuje nejvýše jedna inverzńı matice.

D̊ukaz. Předpokládejme, že X 0, X 00 jsou inverzńı matice k matici A. Tedy AX 0 = X 0A =
AX 00 = X 00A = E. Potom X 0 = EX 0 = X 00AX 0 = X 00E = X 00. ⇤
Tvrzeńı 1.4.2. Necht’ A,A1, . . . , An jsou invertibilńı matice stejného typu. Potom

(1) A1 · . . . ·An je invertibilńı a (A1 · . . . ·An)�1 = A�1n · . . . ·A�11 ;
(2) A�1 je invertibilńı a (A�1)�1 = A;
(3) AT je invertibilńı a (AT)�1 = (A�1)T.

D̊ukaz. (1) (A1 · . . . ·An) · (A�1n · . . . ·A�11 ) = E = (A�1n · . . . ·A�11 ) · (A1 · . . . ·An) a podle
definice inverzńı matice tedy (A1 · . . . ·An)�1 = A�1n · . . . ·A�11 .

(2) AA�1 = A�1A = E a podle definice inverzńı matice tedy (A�1)�1 = A.
(3) AA�1 = A�1A = E, tedy E = ET = (A�1A)T = AT(A�1)T a E = (AA�1)T =

(A�1)TAT a podle definice inverzńı matice (AT)�1 = (A�1)T. ⇤
Tvrzeńı 1.4.3. Necht’ A,B jsou čtvercové matice stejného typu takové, že AB = E.
Pak BA = E, obě matice A,B jsou invertibilńı a jsou vzájemně inverzńı (A = B�1

a B = A�1).

D̊ukaz. Matici A upravme řádkovými elementárńımi úpravami na Gauss̊uv–Jordan̊uv
tvar G, tedy G = Qk . . . Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou elementárńı matice př́ıslušné prove-
deným úpravám. Pak A = Q�11 . . . Q�1k G a AB = Q�11 . . . Q�1k GB = E. Matice G nemá
nulový řádek, protože jinak by matice GB také měla nulový řádek a takovou matici
nelze pomoćı řádkových elementárńıch úprav (v tomto př́ıpadě reprezentovaných ma-
ticemi Q�11 , . . . , Q�1k ) převést na jednotkovou matici (cvičeńı). Jelikož G je čtvercová
matice v Gaussově–Jordanově tvaru a nemá nulový řádek, G = E. Pak A = Q�11 . . . Q�1k
je invertibilńı matice jakožto součin invertibilńıch matic a existuje tedy A�1.

Potom BA = EBA = A�1ABA = A�1EA = A�1A = E. Jelikož AB = BA = E,
jsou obě matice A,B invertibilńı a jsou vzájemně inverzńı. ⇤

Nyńı zformulujeme d̊uležité kriterium invertibility.
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Tvrzeńı 1.4.4. Matice je invertibilńı právě tehdy, když je řádkově ekvivalentńı s jed-
notkovou matićı.

D̊ukaz.
”
)“ Necht’ A je invertibilńı matice. Řádkovými elementárńımi úpravami ji

převed’me na Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar G, tedy G = Qk . . . Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou
elementárńı matice př́ıslušné provedeným úpravám. Každá z matic Q1, . . . , Qk, A je in-
vertibilńı a jejich součin G je také invertibilńı. Potom G, jakožto invertibilńı matice
nemá nulový řádek a G = E, jelikož G je v Gaussově–Jordanově tvaru. Matice A je
tedy řádkově ekvivalentńı s jednotkovou matićı.

”
(“ Předpokládejme, že matice A je řádkově ekvivalentńı s jednotkovou matićı E,

tedy Qk . . . Q1A = E, kde Q1, . . . , Qk jsou vhodné elementárńı matice. Označme si
Q = Qk . . . Q2Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzeńı 1.4.3 je A invertibilńı a A�1 = Q. ⇤

Předchoźı tvrzeńı nám nab́ıźı postup pro výpočet inverzńı matice. Podle d̊ukazu totiž
A�1 = Q = Qk . . . Q2Q1 = Qk . . . Q2Q1E, což je matice, která vznikne z jednotkové ma-
tice provedeńım řádkových elementárńıch úprav odpov́ıdaj́ıćıch násobeńı elementárńımi
maticemi Q1, Q2, . . . , Qk. To jsou stejné úpravy (resp. matice), které převedly A na E.

Výpočet inverzńı matice. K matici A typu n ⇥ n zprava připoj́ıme jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n⇥ 2n

0

BBB@

A1
1 A1

2 . . . A1
n

A2
1 A2

2 . . . A2
n

...
...

...
Am

1 Am
2 . . . Am

n

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 1

1

CCCA
.

Řádkovými elementárńımi úpravami ji převedeme na matici, která v levé části má matici
B v Gaussově–Jordanově tvaru. Mohou nastat dvě možnosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilńı a v pravé části matice vyjde A�1.
(2) B 6= E (B má nulový řádek). Pak A neńı invertibilńı.

Př́ıklad. Vypoč́ıtejme inverzńı matici k matici

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A .

(A|E) =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
1 2 3
0 1 2

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 1 2

0 0 1
0 1 �1
1 0 0

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 1 2

0 0 1
�1 1 �1
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 0 2

0 0 1
�1 1 �1
2 �1 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 0 1

0 0 1
�1 1 �1
1 �1

2
1
2

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�1 1
2

1
2

�1 1 �1
1 �1

2
1
2

1

A .

Takže A je invertibilńı a

A�1 =

0

@
�1 1

2
1
2

�1 1 �1
1 �1

2
1
2

1

A (ověřte). ⇤
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Př́ıklad. Hledejme inverzńı matici k matici

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A .

(A|E) =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ⇠

0

@
1 2 3
2 1 0
0 1 2

0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 1 2

0 1 0
0 �2 1
1 0 0

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 1 2
0 1 2

0 1 0
0 2

3 �1
3

1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 2 3
0 1 2
0 0 0

0 1 0
0 2

3 �1
3

1 �2
3

1
3

1

A ⇠

0

@
1 0 �1
0 1 2
0 0 0

0 �1
3

2
3

0 2
3 �1

3
1 �2

3
1
3

1

A .

Matice A tedy neńı řádkově ekvivalentńı s jednotkovou matićı a neńı invertibilńı. ⇤

Cvičeńı. Pokud existuj́ı, spočtěte inverzńı matice k matićım
✓
1 2
3 4

◆ ✓
2 1
0 �1

◆ ✓
1 2
2 4

◆

0

@
1 2 3
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 �4 3

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 2 3

1

A ⇤

1.5. Hodnost matice

1.5.1. Lineárńı nezávislost

Stejně jako v př́ıpadě lineárńı kombinace v Definici 1.2.3 následuj́ıćı definice a tvr-
zeńı formulujeme pouze pro řádky matice, ale vše lze obdobně formulovat pro sloupky,
uspořádané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. Množina řádk̊u {Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� } je lineárně nezávislá, jestliže pro
libovolné c1, c2, . . . , ck 2 P z rovnosti

c1A
i1
� + c2A

i2
� + · · ·+ ckA

ik
� = 0� vyplývá c1 = c2 = · · · = ck = 0,

tj. nulový řádek źıskáme jedině takovou lineárńı kombinaćı daných řádk̊u, ve které
jsou všechny koeficienty rovny nule.
Množina řádk̊u {Ai1

� , A
i2
� , . . . , A

ik� } je lineárně závislá, jestliže neńı lineárně nezávislá.
Tedy, existuj́ı c1, c2, . . . , ck 2 P taková, že aspoň jedno z nich je nenulové a přitom

c1A
i1
� + c2A

i2
� + · · ·+ ckA

ik
� = 0�.

Tvrzeńı 1.5.1. Množina řádk̊u je lineárně závislá právě tehdy, když aspoň jeden z nich
je lineárńı kombinaćı ostatńıch.
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D̊ukaz. Předpokládejme, že množina řádk̊u {Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� } je lineárně závislá. Exis-
tuj́ı tedy koeficienty c1, c2, . . . , ck 2 P takové, že aspoň jeden z nich je nenulový (např́ı-

klad cj) a c1Ai1
� + · · ·+ cjA

ij
� + · · ·+ ckA

ik� = 0�. Potom

cjA
ij
� = �c1A

i1
� � · · ·� cj�1A

ij�1
� � cj+1A

ij+1
� � · · ·� ckA

ik
� ,

A
ij
� = �c1

cj
Ai1
� � · · ·� cj�1

cj
A

ij�1
� � cj+1

cj
A

ij+1
� � · · ·� ck

cj
Aik
�

a řádek A
ij
� je tedy lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u.

Předpokládejme, že např́ıklad řádek A
ij
� je lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u, tedy

A
ij
� = c1A

i1
� + · · ·+ cj�1A

ij�1
� + cj+1A

ij+1
� + · · ·+ ckA

ik
� .

Potom

c1A
i1
� + · · ·+ cj�1A

ij�1
� �A

ij
� + cj+1A

ij+1
� + · · ·+ ckA

ik
� = 0�

a zároveň cj = �1. Takže množina řádk̊u {Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� } je lineárně závislá. ⇤

Př́ıklad. Mějme

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A .

Necht’

c1
�
0 1 2

�
+ c2

�
1 2 3

�
+ c3

�
1 0 1

�
=

=
�
c2 + c3 c1 + 2c2 2c1 + 3c2 + c3

�
=
�
0 0 0

�
.

Takže

c2 + c3 = 0

c1 + 2c2 = 0

2c1 + 3c2 + c3 = 0

a to je možné jedině v př́ıpadě, že c1 = c2 = c3 = 0 (vyřeš́ıme soustavu tř́ı rovnic o třech
neznámých c1, c2, c3 a źıskáme jediné, nulové řešeńı).

Množina řádk̊u matice A je tedy lineárně nezávislá. ⇤
Př́ıklad. Mějme

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A .

Necht’

c1
�
0 1 2

�
+ c2

�
1 2 3

�
+ c3

�
2 1 0

�
=

=
�
c2 + 2c3 c1 + 2c2 + c3 2c1 + 3c2

�
=
�
0 0 0

�
.

Soustava

c2 + 2c3 = 0

c1 + 2c2 + c3 = 0

2c1 + 3c2 = 0

má kromě nulového i nenulová řešeńı (např́ıklad c1 = 3, c2 = �2, c3 = 1). Množina
řádk̊u matice A je tedy lineárně závislá. ⇤
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Př́ıklad. (1) Množina řádk̊u jednotkové matice je lineárně nezávislá. Ověřte.

(2) Množina řádk̊u, z nichž aspoň jeden je nulový, je lineárně závislá. Ověřte.

(3) Jednoprvková množina obsahuj́ıćı řádek Ai
� je lineárně nezávislá, jestliže z cA

i
� = 0�

plyne c = 0. Tedy, jednoprvková množina obsahuj́ıćı jeden řádek je lineárně nezávislá,
jestliže ten řádek je nenulový, a je lineárně závislá, jestliže ten řádek je nulový.

(4) Množina obsahuj́ıćı jen řádky Ai1
� , A

i2
� je lineárně závislá právě tehdy, když jeden

z řádk̊u je násobkem druhého z řádk̊u (existuje c 2 P takové, že Ai1
� = cAi2

� ).

(5) Prázdná množina řádk̊u je lineárně nezávislá. ⇤

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximálńı počet prvk̊u lineárně nezávislé množiny
jej́ıch řádk̊u. Hodnost matice A znač́ıme rankA.

Mějme matici A typum⇥n s řádky A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� . Vezmeme všechny možné množiny

těchto řádk̊u, čili prázdnou množinu ;, jednoprvkové množiny {A1
�}, {A2

�}, . . . , {Am
� },

dvouprvkové množiny {A1
�, A

2
�}, . . . , {Am�1

� , Am
� }, . . . , až množinu {A1

�, A
2
�, . . . , A

m
� }.

Z těchto množin vybereme ty, které jsou lineárně nezávislé. U každé z nich si pozna-
menáme počet prvk̊u a maximálńı z těchto počt̊u je hodnost matice A.

Hodnost matice s m řádky je tedy jedno z č́ısel 0, 1, . . . ,m.

Př́ıklad. (1) Hodnost matice
0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A

je rovna 3. Ověřte.

(2) Hodnost matice
0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A

je rovna 2. Ověřte.

(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladná.

(4) Hodnost diagonálńı matice je rovna počtu jej́ıch nenulových řádk̊u. ⇤

Cvičeńı. Spočtěte hodnosti matic
�
1 1 1

� �
6
� �

0 1 2
�

0

@
1
2
3

1

A

0

@
1
1
1

1

A

0

@
0
1
0

1

A

✓
1 2
3 4

◆ ✓
2 1
0 �1

◆ ✓
1 2
2 4

◆

0

@
1 2 3
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 �4 3

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 2 3

1

A ⇤
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Tvrzeńı 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna počtu jej́ıch nenulových
řádk̊u.

D̊ukaz. Bud’ A matice ve schodovitém tvaru, která má m řádk̊u, z nichž p je nenulových.
Množina všech nenulových řádk̊u je lineárně nezávislá (cvičeńı), takže rankA � p.
Jestliže m = p, hodnost větš́ı být nemůže. Jestliže m > p, pak každá množina s v́ıce než
p řádky obsahuje aspoň jeden nulový řádek, a je tedy lineárně závislá, takže i v tomto
př́ıpadě rankA = p. ⇤

Podle následuj́ıćıho tvrzeńı je množina řádk̊u lineárně nezávislá právě tehdy, když
je lineárně nezávislá množina řádk̊u vzniklá provedeńım řádkové nebo sloupkové ele-
mentárńı úpravy p̊uvodńı množiny řádk̊u.

Tvrzeńı 1.5.3. Bud’te A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� řádky. Necht’ B1

� , B
2
� , . . . , B

m
� jsou řádky, které

z řádk̊u A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� vzniknou provedeńım jedné řádkové nebo sloupkové elementárńı

úpravy. Potom množina řádk̊u {A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� } je lineárně nezávislá právě tehdy, když

množina řádk̊u {B1
� , B

2
� , . . . , B

m
� } je lineárně nezávislá.

D̊ukaz. (1) Necht’ došlo k přičteńı c-násobku j-tého řádku k i-tému řádku, kde i 6= j.
Tedy, Bi

� = Ai
� + cAj

� a Bk
� = Ak

� pro k 6= i.
Předpokládejme, že {A1

�, A
2
�, . . . , A

m
� } je lineárně nezávislá. Bud’te c1, . . . , cm 2 P

takové, že c1B1
� + · · ·+ cmBm

� = 0�. Pak

0� = c1B
1
� + · · ·+ cmBm

� =

= c1A
1
� + · · ·+ ci(A

i
� + cAj

�) + · · ·+ cjA
j
� + . . .+ cmAm

� =

= c1A
1
� + · · ·+ ciA

i
� + · · ·+ (cj + cci)A

j
� + . . .+ cmAm

� .

Z lineárńı nezávislosti množiny {A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� } vyplývá, že všechny koeficienty po-

sledńı lineárńı kombinace jsou nulové, tj. c1 = · · · = ci = · · · = cci + cj = · · · = cm = 0.
Z toho dostaneme, že i cj = 0, a množina {B1

� , B
2
� , . . . , B

m
� } je lineárně nezávislá.

Opačná implikace vyplývá z právě dokázané, nebot’ řádky A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� vzniknou

z řádk̊u B1
� , B

2
� , . . . , B

m
� inverzńı úpravou, která je stejného typu.

(2) Necht’ došlo k přičteńı c-násobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i 6= j.
Pak pro každé k 2 {1, . . . ,m} je Bk

i = Ak
i + cAk

j a Bk
l = Ak

l pro l 6= i. Tedy Bk
� =�

Ak
1 . . . Ak

i + cAk
j . . . Ak

j . . . Ak
n

�
.

Předpokládejme, že {A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� } je lineárně nezávislá. Bud’te c1, . . . , cm 2 P

takové, že c1B1
� + · · ·+ cmBm

� = 0�. Takže

c1B
1
� + · · ·+ cmBm

� =

=
�P

k ckA
k
1 . . .

P
k ck(A

k
i + cAk

j ) . . .
P

k ckA
k
j . . .

P
k ckA

k
n

�
=

=
�P

k ckA
k
1 . . .

P
k ckA

k
i + c

P
k ckA

k
j . . .

P
k ckA

k
j . . .

P
k ckA

k
n

�
=

=
�
0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

�

a z toho dostaneme
X

k

ckA
k
1 = · · · =

X

k

ckA
k
i = · · · =

X

k

ckA
k
j = · · · =

X

k

ckA
k
n = 0.

Pak
�P

k ckA
k
1

P
k ckA

k
2 . . .

P
k ckA

k
n

�
=
X

k

ck
�
Ak

1 Ak
2 . . . Ak

n

�
=

=
X

k

ckA
k
� = c1A

1
� + · · ·+ cmAm

� = 0�
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a z lineárńı nezávislosti množiny {A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� } dostaneme c1 = c2 = · · · = cm = 0.

Množina {B1
� , B

2
� , . . . , B

m
� } je tedy lineárně nezávislá.

Opačná implikace vyplývá z právě dokázané, nebot’ řádky A1
�, A

2
�, . . . , A

m
� vzniknou

z řádk̊u B1
� , B

2
� , . . . , B

m
� inverzńı úpravou, která je stejného typu.

Pro ostatńı úpravy je d̊ukaz obdobný a ponecháme ho jako cvičeńı. ⇤

Důsledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ńı vzniklé provedeńım ele-
mentárńı úpravy.

(2) Provedeńı konečně mnoha elementárńıch úprav neměńı hodnost.

(3) Vynásobeńı konečně mnoha elementárńımi maticemi zleva neměńı hodnost.

(4) Vynásobeńı konečně mnoha elementárńımi maticemi zprava neměńı hodnost.

(5) Ekvivalentńı matice maj́ı stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna počtu nenulových řádk̊u ekvivalentńı matice ve schodovitém
tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna počtu nenulových řádk̊u (sloupk̊u) ekvivalentńı matice
v Gaussově kanonickém tvaru.

(8) Maximálńı počet prvk̊u lineárně nezávislých množin sloupk̊u matice je roven ma-
ximálńımu počtu prvk̊u lineárně nezávislých množin jej́ıch řádk̊u, tj. hodnosti matice.

(9) rankA = rankAT.

Př́ıklad. Spoč́ıtejme hodnost matice

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A .

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
1 2 3
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 0 1

1

A .

Takže rankA = 3. ⇤

Př́ıklad. Spoč́ıtejme hodnost matice

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A .

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A ⇠

0

@
1 2 3
2 1 0
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 0 0

1

A .

Takže rankA = 2. ⇤

Definice 1.5.3. Čtvercová matice je regulárńı, jestliže jej́ı hodnost je rovna počtu
jej́ıch řádk̊u (tedy množina všech jej́ıch řádk̊u je lineárně nezávislá). Čtvercová matice
je singulárńı, jestliže neńı regulárńı.

Př́ıklad. (1) Všechny jednotkové matice jsou regulárńı.

(2) Všechny elementárńı matice jsou regulárńı.

(3) Všechny čtvercové matice s aspoň jedńım nulovým řádkem jsou singulárńı. ⇤
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Tvrzeńı 1.5.4. Matice je regulárńı právě tehdy, když je řádkově ekvivalentńı s jednot-
kovou matićı.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Důsledek. (1) Matice je invertibilńı právě tehdy, když je regulárńı.

(2) Regulárńı matice je součinem konečně mnoha elementárńıch matic.

(3) Součin regulárńıch matic je regulárńı matice.

(4) Vynásobeńı regulárńı matićı zleva neměńı hodnost.

(5) Vynásobeńı regulárńı matićı zprava neměńı hodnost.

Tvrzeńı 1.5.5. Bud’te A,B čtvercové matice stejného typu. Obě matice A,B jsou re-
gulárńı právě tehdy, když matice AB je regulárńı.

D̊ukaz.
”
)“ Tato implikace je součást́ı předchoźıho Důsledku.

”
(“ Dokážeme, že je-li aspoň jedna z matic A,B singulárńı, pak AB je singulárńı.

Necht’ A je singulárńı. Ekvivalentńı matice S = Qk · · ·Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou ele-
mentárńı matice, ve schodovitém tvaru, má nulový řádek. Potom matice SB má také
nulový řádek, je tedy singulárńı a řádkově ekvivalentńı matice AB = Q�11 · · ·Q�1k SB,
která má stejnou hodnost, je také singulárńı.

Pro B singulárńı je d̊ukaz analogický a ponecháme ho jako cvičeńı. ⇤

Tvrzeńı 1.5.6. Bud’te A matice typu m⇥n a B matice typu n⇥ p. Potom rankAB 
min{rankA, rankB}.

D̊ukaz. Matici A převedeme pomoćı řádkových elementárńıch úprav na schodovitý tvar
SA = Qk · · ·Q1A a matici B převedeme pomoćı sloupkových elementárńıch úprav na
tvar SB = BP1 · · ·Pl takový, že ST

B je ve schodovitém tvaru.
Potom rankAB = rankQ�11 · · ·Q�1k SASBP

�1
l · · ·P�11 = rankSASB, přičemž matice

SASB má minimálně tolik nulových řádk̊u, kolik jich má matice SA, a minimálně to-
lik nulových sloupk̊u, kolik jich má matice SB. Tedy rankSASB  rankSA = rankA
a rankSASB  rankSB = rankB. ⇤

Cvičeńı. Co se dá ř́ıct o rank(A+B)? ⇤
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2. Determinant

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud’ M konečná množina. Permutace na množině M je bijekce M !
M .

Bud’ � permutace na množině M a m 2 M . Obraz �(m) prvku m při permutaci � se
často znač́ı �m.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, při ńıž se vzájemně vyměńı dva prvky
a ostatńı se nezměńı.

Tvrzeńı 2.1.1. Každá permutace je složeńım konečně mnoha transpozic.

Necht’ In = {1, 2, . . . , n}. Množinu všech permutaćı na množině In znač́ıme Sn. Per-
mutaci � 2 Sn můžeme zapisovat jako uspořádanou n-tici obraz̊u prvk̊u množiny In,
tedy � = (�1,�2, . . . ,�n).

Definice 2.1.3. Bud’ � 2 Sn. Necht’ i, j 2 In jsou takové, že i < j a �i > �j . Pak
dvojice (�i,�j) tvoř́ı inverzi permutace �.

Počet inverźı permutace � znač́ıme inv �. Je zřejmé, že inv � = inv ��1.

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace � 2 Sn je sgn� = (�1)inv �. Permu-
tace s sgn� = 1 je sudá, permutace s sgn� = �1 je lichá.

Jelikož inv � = inv ��1, sgn� = sgn��1.

Tvrzeńı 2.1.2. Bud’te ⇢,� 2 Sn. Pak sgn(⇡ � ⇢) = sgn⇡ · sgn ⇢.

Cvičeńı. Ukažte, že každá transpozice je lichá permutace. ⇤
Vı́ce o permutaćıch lze naj́ıt např́ıklad v [?, 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty některých typ̊u matic

Definice 2.2.1. Bud’ A matice typu n⇥ n nad polem P . Determinant matice A je

detA =
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1
A2

�2
· · ·An

�n
2 P.

Č́ıslo n je řád determinantu.

Pro determinant matice A se použ́ıvá značeńı

detA = |A| = det

0

BBB@

A1
1 A1

2 . . . A1
n

A2
1 A2

2 . . . A2
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

1

CCCA
=

���������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

A2
1 A2

2 . . . A2
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

���������

.

Dı́ky tomu, že � je permutace (bijektivńı zobrazeńı) na množině In, můžeme ji chápat
jako zobrazeńı z množiny všech řádkových index̊u do množiny všech sloupkových index̊u
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matice A. Ke každému řádku je tedy vzájemně jednoznačně přǐrazen sloupek a v každém
součinu A1

�1
·A2

�2
· · ·An

�n
je tedy právě jeden prvek z každého řádku a právě jeden prvek

z každého sloupku. Determinant matice A je tedy součet všech takovýchto součin̊u (pro
všechny permutace � na množině In) opatřených bud’ znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem �, jde-li o lichou permutaci.

Př́ıklad. (1) Necht’ n = 1. Tedy, I1 = {1}, S1 = {id : {1} ! {1}} a sgn id = 1. Pro
matici A =

�
a
�
je detA = sgn id ·A1

id1
= 1 ·A1

1 = a.

(2) Necht’ n = 2. Tedy, I2 = {1, 2}, S2 = {id, ⌧}, kde id = (1, 2) a ⌧ = (2, 1) (viz zápis
permutace na In), sgn id = 1 a sgn ⌧ = �1. Pro matici

A =

✓
a b
c d

◆

je detA = sgn id ·A1
id1

A2
id2

+sgn ⌧ ·A1
⌧1A

2
⌧2 = 1 ·A1

1A
2
2+(�1) ·A1

2A
2
1 = ad�bc. Vzorec pro

výpočet determinantu matice druhého řádu je možno odvodit z následuj́ıćıho obrázku:

�

⇡⇡

 

⇧⇧

A1
1

·
⇢⇢

A1
2

·
⌅⌅

= A1
1A

2
2 �A1

2A
2
1

A2
1 A2

2

(3) Necht’ n = 3. Tedy, I3 = {1, 2, 3}, S3 = {id,�1,�2, ⌧1, ⌧2, ⌧3}, kde id = (1, 2, 3), �1 =
(2, 3, 1), �2 = (3, 1, 2), ⌧1 = (1, 3, 2), ⌧2 = (3, 2, 1), ⌧3 = (2, 1, 3) (viz zápis permutace na
In), sgn id = sgn�1 = sgn�2 = 1 a sgn ⌧1 = sgn ⌧2 = sgn ⌧3 = �1. Pro matici

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A

je

detA = sgn id ·A1
id1A

2
id2A

3
id3 + sgn�1 ·A1

�1(1)
A2

�1(2)
A3

�1(3)
+

+ sgn�2 ·A1
�2(1)

A2
�2(2)

A3
�2(3)

+ sgn ⌧1 ·A1
⌧1(1)

A2
⌧1(2)

A3
⌧1(3)

+

+ sgn ⌧2 ·A1
⌧2(1)

A2
⌧2(2)

A3
⌧2(3)

+ sgn ⌧3 ·A1
⌧3(1)

A2
⌧3(2)

A3
⌧3(3)

=

= 1 ·A1
1A

2
2A

3
3 + 1 ·A1

2A
2
3A

3
1 + 1 ·A1

3A
2
1A

3
2+

+ (�1) ·A1
1A

2
3A

3
2 + (�1) ·A1

3A
2
2A

3
1 + (�1) ·A1

2A
2
1A

3
3 =

= aei+ bfg + cdh� afh� ceg � bdi.
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Vzorec pro výpočet determinantu matice třet́ıho řádu lze odvodit z následuj́ıho obrázku
pomoćı Sarrusova pravidla (pro matice vyšš́ıho řádu žádné takové pravidlo neexistuje):

�

��

 

⇤⇤

�
��

A1
1

· ��

A1
2 A1

3

·��
 
⇤⇤

�
��

A2
1

· ��

A2
2

·�� · ��

A2
3

·��
 
⇤⇤

= A1
1A

2
2A

3
3 +A1

2A
2
3A

3
1 +A1

3A
2
1A

3
2�

A3
1

· ��

A3
2

· ��·��

A3
3

·��

�A1
1A

2
3A

3
2 �A1

3A
2
2A

3
1 �A1

2A
2
1A

3
3

A1
1 A1

2

·�� · ��

A1
3

A2
1 A2

2 A2
3

(4) Necht’ n = 4. Na čtyřprvkové množině existuj́ı 24 permutace, takže při výpočtu
determinantu podle definice dostaneme 24 sč́ıtance. Uvedeme si i jiné zp̊usoby výpočtu
determinantu. ⇤

Cvičeńı. Spočtěte determinanty matic
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 3
2 4

◆ ✓
1 2
3 0

◆ ✓
1 2
0 0

◆

✓
1 0
2 0

◆ ✓
1 2
1 2

◆ ✓
1 2
0 3

◆ ✓
1 0
2 3

◆

✓
2 0
0 3

◆ ✓
1 2
2 2

◆ ✓
2 6
2 4

◆ ✓
3 4
1 2

◆

0

@
1 2 3
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
1 2 3
2 2 2
5 6 7

1

A

0

@
2 4 6
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
3 4 5
1 2 3
5 6 7

1

A

0

@
1 2 3
0 0 0
3 4 5

1

A

0

@
1 0 1
2 0 3
1 0 3

1

A

0

@
1 0 0
0 1 2
0 3 4

1

A

0

@
1 2 3
0 1 2
0 3 4

1

A

0

@
1 2 0
3 4 0
0 0 3

1

A

0

@
1 2 1
3 4 2
0 0 3

1

A

0

@
1 2 3
4 5 6
1 2 3

1

A

0

@
1 2 2
4 5 5
7 8 8

1

A

0

@
1 2 3
0 4 5
0 0 6

1

A

0

@
1 0 0
2 3 0
4 5 6

1

A

0

@
1 2 0
0 4 5
0 0 6

1

A

0

@
1 2 0
0 4 0
0 5 6

1

A

0

@
1 2 0
0 4 0
0 0 6

1

A

0

@
1 0 0
0 4 0
0 0 6

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 �4 3

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 2 3

1

A

0

@
1 2 3
1 0 0
4 5 6

1

A

0

@
1 2 3
0 1 0
4 5 6

1

A

0

@
1 2 3
0 0 1
4 5 6

1

A

0

@
1 2 3
1 1 1
4 5 6

1

A ⇤
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Tvrzeńı 2.2.1. Determinant matice s nulovým řádkem nebo nulovým sloupkem je roven
nule.

D̊ukaz. Bud’ A matice typu n⇥n s nulovým řádkem nebo nulovým sloupkem. Pro každé
� 2 Sn je v součinu A1

�1
A2

�2
· · ·An

�n
právě jeden prvek z každého, tedy i nulového řádku

a právě jeden prvek z každého, tedy i nulového sloupku. Proto každý takový součin je
roven nule. ⇤

Lemma 2.2.2. Pro matice lǐśıćı se pouze v jednom řádku plat́ı
�����������������

A1
1 . . . A1

n
...

...
Ai�1

1 . . . Ai�1
n

Ai
1 . . . Ai

n

Ai+1
1 . . . Ai+1

n
...

...
An

1 . . . An
n

�����������������

+

�����������������

A1
1 . . . A1

n
...

...
Ai�1

1 . . . Ai�1
n

Bi
1 . . . Bi

n

Ai+1
1 . . . Ai+1

n
...

...
An

1 . . . An
n

�����������������

=

�����������������

A1
1 . . . A1

n
...

...
Ai�1

1 . . . Ai�1
n

Ai
1 +Bi

1 . . . Ai
n +Bi

n

Ai+1
1 . . . Ai+1

n
...

...
An

1 . . . An
n

�����������������

.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Př́ıklad.
������

1 2 3
1 0 0
4 5 6

������
+

������

1 2 3
0 1 0
4 5 6

������
+

������

1 2 3
0 0 1
4 5 6

������
= 3 + (�6) + 3 = 0 =

������

1 2 3
1 1 1
4 5 6

������
. ⇤

Definice 2.2.2. Čtvercová matice je (horńı resp. dolńı) trojúhelńıková (nebo
v (horńım resp. dolńım) trojúhelńıkovém tvaru), jestliže pod resp. nad diagonálou
má jen nuly, tedy Ai

j = 0 pro i > j resp. pro i < j.

Každá čtvercová matice ve schodovitém tvaru je také v (horńım) trojúhelńıkovém
tvaru a tedy každou čtvercovou matici lze pomoćı řádkových elementárńıch úprav převést
na trojúhelńıkový tvar.

Tvrzeńı 2.2.3. Determinant trojúhelńıkové matice je roven součinu prvk̊u na dia-
gonále.

D̊ukaz. Bud’ A horńı trojúhelńıková matice typu n⇥ n. Bud’ � permutace na množině
In. Jestliže pro nějaké i 2 In plat́ı �i < i, pak Ai

�i
je pod diagonálou, tedy Ai

�i
= 0

a také sgn� ·A1
�1

· · ·Ai
�i
· · ·An

�n
= 0. Jediná permutace � taková, že �i � i pro každé i,

je identita. Jelikož sgn id = 1, detA = A1
1A

2
2 · · ·An

n.
Pro dolńı trojúhelńıkové matice je d̊ukaz analogický. ⇤

Důsledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven součinu prvk̊u na
diagonále.

(2) Determinant diagonálńı matice je roven součinu prvk̊u na diagonále.

(3) Determinant jednotkové matice je roven 1.
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Př́ıklad.��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 0 0 0
1 2 0 0
1 2 3 0
1 2 3 4

��������
=

��������

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

��������
= 24. ⇤

Determinanty elementárńıch matic jsou nenulové.

Př́ıklad. (1) Ei,j(c) je trojúhelńıková matice a na diagonále má jen jedničky, proto

detEi,j(c) = 1.

(2) Ei(c) je diagonálńı matice a na diagonále má jedno c a jinak jen jedničky, proto

detEi(c) = c.

(3) Jelikož v každém řádku a v každém sloupku matice Ei,j je právě jedna jednička
a ostatńı prvky jsou nuly, existuje jediná permutace ⌧ na In, pro kterou jsou všechny
(Ei,j)1⌧1 , . . . , (E

i,j)n⌧n rovny jedné. Pro ostatńı permutace je aspoň jeden z těchto prvk̊u
nulový. Dı́ky tvaru Ei,j je ⌧ transpozice, takže sgn ⌧ = �1. Proto

detEi,j = (�1) · (Ei,j)1⌧1 · · · (E
i,j)n⌧n = �1. ⇤

Tvrzeńı 2.2.4. Pro každou čtvercovou matici A plat́ı detAT = detA.

D̊ukaz. Činitele v součinu A�1
1 . . . A�i

i . . . A�n
n můžeme uspořádat podle vzr̊ustaj́ıćıho

řádkového indexu A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n
, protože ��1i -tý činitel v p̊uvodńım součinu

je A
�
��1
i

��1
i

= Ai
��1
i
. Potom

detAT =
X

�2Sn

sgn� · (AT)1�1
. . . (AT)i�i

. . . (AT)n�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A�1
1 . . . A�i

i . . . A�n
n = (přeuspořádáńı)

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n

= (sgn��1 = sgn�)

=
X

�2Sn

sgn��1 ·A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n

=

= detA,

protože když � projde všechny prvky Sn, tak ��1 také. ⇤

Tvrzeńı 2.2.5. Determinant matice, která má bud’ dva řádky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

D̊ukaz. Bud’ A matice typu n ⇥ n, která má i-tý řádek stejný jako j-tý (i 6= j), tedy
Ai

k = Aj
k pro každé k 2 {1, 2, . . . , n}.

Bud’ ⌧ij 2 Sn transpozice vyměňuj́ıćı i, j, čili sgn ⌧ij = �1. Pro každou permutaci
� 2 Sn označme �0 = � � ⌧ij . Pak sgn�0 = sgn� · sgn ⌧ij = � sgn� a člen determinantu
odpov́ıdaj́ıćı permutaci �0 je

sgn�0 ·A1
�0
1
· · ·Ai

�0
i
· · ·Aj

�0
j
· · ·An

�0
n
=

= � sgn� ·A1
�1

· · ·Ai
�j

· · ·Aj
�i
· · ·An

�n
= (Ai

�j
= Aj

�j
a Aj

�i
= Ai

�i
)

= � sgn� ·A1
�1

· · ·Ai
�i
· · ·Aj

�j
· · ·An

�n
,



32 Determinant

a je tedy opačný k členu odpov́ıdaj́ıćımu permutaci �.
Množinu Sn, jež má sudý počet prvk̊u, můžeme rozložit na podmnožiny {�,�0}, které

jsou dvouprvkové, protože �0 6= � a �00 = � (ověřte), a každá z nich přisṕıvá k determi-
nantu nulou. Takže detA = 0.

Když má matice dva stejné sloupky, lze tvrzeńı dokázat analogicky nebo je možno
použ́ıt předchoźı tvrzeńı. ⇤

2.2.2. Elementárńı úpravy

Tvrzeńı 2.2.6. (1) Přičteńım násobku jednoho řádku, resp. sloupku k jinému řádku,
resp. sloupku se determinant nezměńı, čili

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 + cAj
1 Ai

2 + cAj
2 . . . Ai

n + cAj
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

������������

=

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

������������

,

při zápisu s použit́ım elementárńıch matic

det(Ei,j(c) ·A) = det(A · Ei,j(c)) = detA.

(2) Vynásobeńım jednoho řádku, nebo sloupku prvkem c se determinant vynásob́ı prv-
kem c, čili

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
cAi

1 cAi
2 . . . cAi

n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

������������

= c

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

������������

,

při zápisu s použit́ım elementárńıch matic

det(Ei(c) ·A) = det(A · Ei(c)) = c detA.

(3) Vzájemnou výměnou dvou řádk̊u, nebo dvou sloupk̊u determinant změńı znaménko,
čili

�����������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Aj

1 Aj
2 . . . Aj

n
...

...
...

Ai
1 Ai

2 . . . Ai
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

�����������������

= �

�����������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n
...

...
...

Aj
1 Aj

2 . . . Aj
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

�����������������

,

při zápisu s použit́ım elementárńıch matic

det(Ei,j ·A) = det(A · Ei,j) = � detA.

D̊ukaz. Uvedeme pouze d̊ukaz pro řádkové úpravy, pro sloupkové je analogický.
Bud’te A čtvercová matice a B upravená matice.
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(1) Necht’ B vznikne z A přičteńım c-násobku j-tého řádku k i-tému řádku, čili
Bi
� = Ai

� + cAj
� a ostatńı řádky matice B jsou stejné jako řádky matice A. Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1
�1

. . . Bi
�i
. . . Bj

�j
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . (Ai
�i

+ cAj
�i
) . . . Aj

�j
. . . An

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Ai
�i
. . . Aj

�j
. . . An

�n
+

+ c
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Aj
�i
. . . Aj

�j
. . . An

�n

| {z }
determinant matice, kde i-tý řádek je stejný jako j-tý

=

= detA+ c · 0 = detA.

(2) Necht’ B vznikne z A vynásobeńım i-tého řádku prvkem c, čili Bi
� = cAi

� a ostatńı
řádky matice B jsou stejné jako řádky matice A. Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1
�1

. . . Bi
�i
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . cAi
�i
. . . An

�n
=

= c
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Ai
�i
. . . An

�n
=

= c detA.

(3) Necht’ B vznikne z A vzájemnou výměnou i-tého řádku a j-tého řádku, čili Bi
� =

Aj
�, B

j
� = Ai

� a ostatńı řádky matice B jsou stejné jako řádky matice A. Bud’ ⌧ij 2 Sn

transpozice vyměňuj́ıćı i, j, čili sgn ⌧ij = �1. Pro každou permutaci � 2 Sn označme
�0 = ��⌧ij . Pak �0i = �j , �0j = �i a �0k = �k pro k 6= i, j a sgn�0 = sgn�·sgn ⌧ij = � sgn�.
Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1
�1

. . . Bi
�i
. . . Bj

�j
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Aj
�i
. . . Ai

�j
. . . An

�n
= (komutativita součinu)

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Ai
�j

. . . Aj
�i
. . . An

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�0
1
. . . Ai

�0
i
. . . Aj

�0
j
. . . An

�0
n
= (sgn�0 = � sgn�)

= �
X

�2Sn

sgn�0 ·A1
�0
1
. . . Ai

�0
i
. . . Aj

�0
j
. . . An

�0
n
=

= � detA,

protože když � projde všechny prvky Sn, tak �0 také. ⇤

Cvičeńı. Jaký je vztah mezi det(cA) a detA? ⇤

Cvičeńı. Necht’ A je matice typu n⇥ n taková, že AT = �A (taková matice se nazývá
antisymetrická). Ukažte, že je-li n liché č́ıslo, pak detA = 0. ⇤
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Př́ıklad.��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
4 4 4 8

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
3 3 6 6
4 4 4 8

��������
=

��������

1 1 1 1
2 4 4 4
3 3 6 6
4 4 4 8

��������

4·

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

4 4 4 4
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 8 8 8
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 12 12
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 16

��������
��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
= (�1) ·

��������

0 0 0 4
0 2 2 2
0 0 3 3
1 1 1 1

��������
=

��������

0 0 0 4
0 0 3 3
0 2 2 2
1 1 1 1

��������
⇤

Důsledek. Bud’te Q elementárńı matice a A matice stejného typu. Pak

detQA = detQ · detA.

D̊ukaz. (1) det(Ei,j(c)A) = detA = 1 · detA = detEi,j(c) · detA.
(2) det(Ei(c)A) = c detA = detEi(c) · detA.
(3) det(Ei,jA) = (�1) · detA = detEi,j · detA. ⇤

Cvičeńı. Dokažte, že detEi,j = �1 s využit́ım předchoźıho d̊usledku a toho, že vzájemná
výměna dvou řádk̊u je složeńım konečně mnoha řádkových elementárńıch úprav ostatńıch
druh̊u. ⇤

Tvrzeńı 2.2.7. Matice je regulárńı právě tehdy, když má nenulový determinant.

D̊ukaz. Bud’ A regulárńı matice. Podle Důsledku Tvrzeńı 1.5.4 A = Q1Q2 · · ·Qk, kde
Q1, Q2, . . . , Qk jsou elementárńı matice. Potom d́ıky Důsledku Tvrzeńı 2.2.6

detA = det(Q1Q2 · · ·Qk) = detQ1 · det(Q2 · · ·Qk) = · · · =
= detQ1 · detQ2 · · · detQk.

A součin nenulových determinant̊u elementárńıch matic neńı roven nule, viz kapitola 6.
Necht’ detA 6= 0. Pomoćı řádkových elementárńıch úprav převedeme A na schodovitý

tvar B, tedy B = Qk · · ·Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou př́ıslušné elementárńı matice. Potom
opět d́ıky Důsledku Tvrzeńı 2.2.6 a d́ıky tomu, že součin nenulových prvk̊u pole je
nenulový,

detB = det(Qk · · ·Q1A) = detQk det(Qk�1 · · ·Q1A) = · · · =
= detQk detQk�1 · · · detQ1 detA 6= 0.

Jelikož B je ve schodovitém tvaru a jej́ı determinant je tedy součinem prvk̊u na di-
agonále, na diagonále neńı žádná nula, opět viz kapitola 6. To znamená, že B nemá
nulový řádek, je tedy regulárńı a A také. ⇤

Důsledek. Matice je regulárńı právě tehdy, když má nenulový determinant, a to má
právě tehdy, když je invertibilńı, a to je právě tehdy, když je ekvivalentńı jednotkové
matici.

Tvrzeńı 2.2.8 (Cauchyho věta). Bud’te A,B čtvercové matice stejného typu. Pak

detAB = detA · detB.
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D̊ukaz. (1) Je-li A regulárńı, tedy součin Q1Q2 · · ·Qk elementárńıch matic, pak

detAB = det(Q1 · · ·QkB) = detQ1 · det(Q2 · · ·QkB) = · · · =
= detQ1 detQ2 · · · detQk detB = det(Q1Q2 · · ·Qk) detB =

= detA detB.

(2) Je-li A singulárńı, podle Tvrzeńı 1.5.5 je AB také singulárńı a tedy

detAB = 0 = detA = detA · detB. ⇤

Cvičeńı. Pro regulárńı matici A plat́ı detA�1 = 1/ detA. ⇤

Lemma 2.2.9. Každá čtvercová matice je ekvivalentńı matici v trojúhelńıkovém tvaru,
jej́ı̌z determinant je roven determinantu p̊uvodńı matice.

D̊ukaz. Na převedeńı matice na trojúhelńıkový tvar stač́ı pouze dva typy elementárńıch
úprav, přičteńı násobku jednoho řádku, nebo sloupku k jinému řádku, resp. sloupku,
což neměńı determinant, a vzájemná výměna dvou řádk̊u, nebo dvou sloupk̊u, č́ımž se
změńı jen znaménko determinantu.

Pokud při takovém převedeńı matice na trojúhelńıkový tvar použijeme sudý počet
výměn řádk̊u, nebo sloupk̊u, determinant źıskané matice v trojúhelńıkovém tvaru je
roven determinantu p̊uvodńı matice. Pokud použijeme lichý počet takových výměn,
vynásob́ıme jeden řádek źıskané matice prvkem �1 a determinant této nové matice
v trojúhelńıkovém tvaru je roven determinantu p̊uvodńı matice. ⇤

Lemma 2.2.10.
��������������

A1
1 . . . A1

k A1
k+1 . . . A1

n
...

...
...

...
Ak

1 . . . Ak
k Ak

k+1 . . . Ak
n

0 . . . 0 Ak+1
k+1 . . . Ak+1

n
...

...
...

...
0 . . . 0 An

k+1 . . . An
n

��������������

=

�������

A1
1 . . . A1

k
...

...
Ak

1 . . . Ak
k

�������
·

�������

Ak+1
k+1 . . . Ak+1

n
...

...
An

k+1 . . . An
n

�������
.

Determinant matice A v předchoźım tvrzeńı se rozpadá na subdeterminanty : jeden
subdeterminant řádu k a jeden subdeterminant řádu n�k. Stručně ale výstižně lze toto
tvrzeńı vyjádřit zápisem

����
A0 X
0 A00

���� =
��A0
�� ·
��A00
�� .

Př́ıklad.��������

2 3 4 5
0 2 3 0
0 1 2 0
0 6 7 8

��������
= 2 ·

������

2 3 0
1 2 0
6 7 8

������
= 2 ·

����
2 3
1 2

���� · 8 = 2 · 1 · 8 = 16

��������

2 1 3 4
0 0 1 2
1 2 3 4
0 0 3 4

��������
= (�1) ·

��������

2 1 3 4
1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 3 4

��������
= (�1) ·

����
2 1
1 2

���� ·
����
1 2
3 4

���� = (�1) ·3 · (�2) = 6 ⇤
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2.2.3. Laplace̊uv rozvoj

Definice 2.2.3. Bud’ A matice typu n⇥n. Determinant řádu n�1 matice vzniklé z A
vynecháńım jednoho řádku a jednoho sloupku je minor. Při vynecháńı i-tého řádku
a j-tého sloupku př́ıslušný minor označujeme

Āi
j .

Kofaktor (nebo algebraický doplněk) prvku Ai
j je

Âi
j = (�1)i+jĀi

j .

Tedy, kofaktor (algebraický doplněk) prvku Ai
j je (�1)i+j-násobek determinantu ma-

tice, která vznikne z matice A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupku.

Př́ıklad. Mějme

A =

✓
a b
c d

◆
.

Potom

Ā1
1 = d, Ā1

2 = c, Ā2
1 = b, Ā2

2 = a,

Â1
1 = (�1)1+1Ā1

1 = d, Â1
2 = (�1)1+2Ā1

2 = �c,

Â2
1 = (�1)2+1Ā2

1 = �b, Â2
2 = (�1)2+2Ā2

2 = a. ⇤

Př́ıklad. Mějme

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A .

Potom

Ā1
1 =

����
e f
h i

���� , Ā1
2 =

����
d f
g i

���� , Ā1
3 =

����
d e
g h

���� , . . . , Ā3
3 =

����
a b
d e

���� ,

Â1
1 = (�1)1+1Ā1

1 =

����
e f
h i

���� , Â1
2 = (�1)1+2Ā1

2 = �
����
d f
g i

���� ,

Â1
3 = (�1)1+3Ā1

3 =

����
d e
g h

���� , Â3
3 = (�1)3+3Ā3

3 =

����
a b
d e

���� . ⇤

Tvrzeńı 2.2.11 (Laplaceova věta o rozvoji determinantu). Bud’ A matice typu n⇥ n.
Pro každé i 2 {1, . . . , n} plat́ı

detA = Ai
1Â

i
1 +Ai

2Â
i
2 + · · ·+Ai

nÂ
i
n =

nX

j=1

Ai
jÂ

i
j =

= A1
i Â

1
i +A2

i Â
2
i + · · ·+An

i Â
n
i =

nX

j=1

Aj
i Â

j
i .
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D̊ukaz.

detA =

������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
Ai

1 . . . Ai
j�1 Ai

j Ai
j+1 . . . Ai

n
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

= (Lemma 2.2.2)

=
nX

j=1

������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
0 . . . 0 Ai

j 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

=

=
nX

j=1

Ai
j

������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

.

Ukažme, že
������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

= Âi
j .

Vyměňujme i-tý řádek
�
0 . . . 0 1 0 . . . 0

�
s předchoźımi řádky tak dlouho, až

bude prvńım řádkem; k tomu je potřeba i � 1 výměn. Poté vyměňujme j-tý slou-

pek
⇣
1 A1

j . . . Ai�1
j Ai+1

j . . . An
j

⌘T
s předchoźımi sloupky tak dlouho, až bude

prvńım sloupkem; k tomu je potřeba j � 1 výměn. Takto vzniklý determinant je tedy
nutné vynásobit č́ıslem (�1)i�1(�1)j�1 = (�1)i+j a nav́ıc, viz Lemma 2.2.10, se roz-
padá na subdeterminanty det(1) a Āi

j . Proto detA =
Pn

j=1A
i
j ·(�1)i+jĀi

j =
Pn

j=1A
i
jÂ

i
j

a máme rozvoj podle i-tého řádku.
Rozvoj podle i-tého sloupku źıskáme analogicky. ⇤

Definice 2.2.4. Vztah v Laplaceově větě je Laplace̊uv rozvoj podle i-tého řádku resp.
podle i-tého sloupku.

Př́ıklad.
��������

2 1 3 4
0 0 1 2
1 2 3 4
0 0 3 4

��������
= 2 · (�1)1+1 ·

������

0 1 2
2 3 4
0 3 4

������
+ 1 · (�1)3+1 ·

������

1 3 4
0 1 2
0 3 4

������
=

= 2 · (�1)1+1 · 2 · (�1)2+1 ·
����
1 2
3 4

����+ 1 · (�1)3+1 · 1 · (�1)1+1 ·
����
1 2
3 4

���� =

= 8 + (�2) = 6 ⇤
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2.3. Adjungovaná matice

Definice 2.3.1. Bud’ A čtvercová matice. Označme Â matici kofaktor̊u Âi
j . Matice

ÂT je matice adjungovaná k matici A a znač́ı se adjA. Tedy,

adjA = ÂT.

Př́ıklad. Mějme

A =

✓
a b
c d

◆
.

Potom

adjA = ÂT =

 
Â1

1 Â1
2

Â2
1 Â2

2

!T

=

✓
d �c

�b a

◆T

=

✓
d �b

�c a

◆
. ⇤

Tvrzeńı 2.3.1. Pro libovolnou čtvercovou matici A

detA · E = A · adjA = adjA ·A.

Je-li A regulárńı matice, pak

A�1 =
1

detA
adjA.

D̊ukaz. V i-tém řádku a j-tém sloupku matice A · adjA je

(A · adjA)ij =
X

k

Ai
k(Â

T)kj =
X

k

Ai
kÂ

j
k.

Pro i = j podle Laplaceovy věty

(A · adjA)ii =
X

k

Ai
kÂ

i
k = detA.

Je-li i 6= j, bud’ B matice, která z A vznikne t́ım, že j-tý řádek nahrad́ıme i-tým
řádkem. Potom

(A · adjA)ij =
X

k

Ai
kÂ

j
k = (B se lǐśı od A jen v j-tém řádku)

=
X

k

Bi
kB̂

j
k = (Bi

k = Bj
k)

=
X

k

Bj
kB̂

j
k = (podle Laplaceovy věty)

= detB = (B má dva stejné řádky)

= 0.

Matice A · adjA je tedy diagonálńı a všechny prvky na diagonále jsou rovny detA, čili

A · adjA = detA · E.

Rovnost adjA ·A = detA · E dostaneme analogicky.
Je-li A regulárńı, pak detA 6= 0, takže j́ım můžeme dělit a s použit́ım Tvrzeńı 1.4.3

dostaneme uvedený vztah. ⇤
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Př́ıklad. Mějme regulárńı matici

A =

✓
a b
c d

◆
.

Potom

A�1 =
1

detA
adjA =

1

ad� bc

✓
d �b

�c a

◆
.

Např́ıklad pro

A =

✓
1 2
3 4

◆

dostaneme

A�1 =
1

�2

✓
4 �2

�3 1

◆
=

✓
�2 1

3
2 �1

2

◆
. ⇤



40 Determinant



Soustavy lineárńıch rovnic 41

3. Soustavy lineárńıch rovnic

3.1. Soustavy lineárńıch rovnic a jejich řešeńı

Definice 3.1.1. Bud’te n 2 N, P pole, a1, a2, . . . , an, b 2 P , x1, x2, . . . , xn /2 P. Potom

a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anx
n = b

je lineárńı rovnice nad polem P o n neznámých x1, x2, . . . , xn (nejsou to mocniny, jen
horńı indexy). Prvky a1, a2, . . . , an, b 2 P jsou koeficienty.

Uvedenou lineárńı rovnici můžeme zapsat
nX

j=1

ajx
j = b.

Definice 3.1.2. Řešeńı rovnice

a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anx
n = b

je každá uspořádaná n-tice (⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) prvk̊u pole P taková, že plat́ı rovnost

a1⇠
1 + a2⇠

2 + · · ·+ an⇠
n = b.

Při hledáńı řešeńı rovnice tedy hledáme prvky ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n pole P takové, že po
dosazeńı ⇠i za xi pro každé i 2 {1, 2, . . . , n} se z rovnice stane rovnost.

Př́ıklad. Necht’ P je pole reálných č́ısel R.
1 · x1 + 2 · x2 + 0 · x3 + 4 · x4 = 6

je lineárńı rovnice o čtyřech neznámých x1, x2, x3, x4. Řešeńı této rovnice jsou např́ıklad
(6, 0, 1, 0), (2, 2, 7, 0), (�4, 3, 0, 1), ale nejsou to zdaleka všechna řešeńı. ⇤

Tvrzeńı 3.1.1. Bud’ ax = b lineárńı rovnice nad polem P o jedné neznámé x.

(1) Pokud a 6= 0, potom ax = b má právě jedno řešeńı, a to ⇠ = ba�1.
(2) Pokud a = 0 a b 6= 0, potom ax = b nemá řešeńı.
(3) Pokud a = b = 0, potom každý prvek pole P je řešeńım ax = b.

D̊ukaz. (1) Dosad́ıme-li ⇠ = ba�1 za x, dostaneme a⇠ = aba�1 = b, takže ⇠ je řešeńı.
Na druhou stranu, je-li ⇠ nějaké řešeńı, tedy a⇠ = b, pak ⇠ = ⇠ · 1 = ⇠(aa�1) =

(⇠a)a�1 = (a⇠)a�1 = ba�1. Čili každé řešeńı je rovno ba�1 a je tedy jediné.
(2) a (3) Vyplývá z toho, že 0 · x = 0 pro každé x 2 P , viz kapitola 6. ⇤

Př́ıklad. Rovnice 3x = 6 nad polem reálných č́ısel má jediné řešeńı 6 · 3�1 = 2. ⇤

Definice 3.1.3. Bud’te m,n, i, j 2 N, i 2 {1, 2, . . . ,m}, j 2 {1, 2, . . . , n}, P pole, pro
každé i, j necht’ aij , b

i 2 P , x1, x2, . . . , xn /2 P. Potom

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

...

am1 x1 + am2 x2 + · · ·+ amn xn = bm

je soustava m lineárńıch rovnic nad polem P o n neznámých x1, . . . , xn.
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Uvedenou soustavu lineárńıch rovnic můžeme zapsat
nX

j=1

aijx
j = bi, 1  i  m.

Označ́ıme-li

A =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

1

CCCA
, b =

0

BBB@

b1

b2

...
bm

1

CCCA
, x =

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
,

můžeme soustavu lineárńıch rovnic psát jako rovnici

Ax = b.

Definice 3.1.4. Matice A = (aij)m⇥n je matice soustavy, b = (bi)m⇥1 je sloupek

pravých stran, x = (xi)n⇥1 je sloupek neznámých. Matice

Ā =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
am1 am2 . . . amn bm

1

CCCA

je rozš́ıřená matice soustavy. Ā se někdy znač́ı (A | b) nebo (aij | bi).

Definice 3.1.5. Řešeńı soustavy

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

...

am1 x1 + am2 x2 + · · ·+ amn xn = bm

m lineárńıch rovnic nad polem P o n neznámých je každá uspořádaná n-tice ⇠ =
(⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) prvk̊u pole P taková, že pro každé i 2 {1, . . . ,m} plat́ı rovnost

ai1⇠
1 + ai2⇠

2 + · · ·+ ain⇠
n = bi,

nebo při maticovém zápisu je to sloupková matice ⇠ =
�
⇠1 ⇠2 . . . ⇠n

�T
taková, že

plat́ı rovnost

A⇠ = b.

Součin Ax si můžeme rozepsat

Ax =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

1

CCCA

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
=

0

BBB@

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n

...
am1 x1 + am2 x2 + · · ·+ amn xn

1

CCCA
=

= x1

0

BBB@

a11
a21
...
am1

1

CCCA
+ x2

0

BBB@

a12
a22
...
am2

1

CCCA
+ · · ·+ xn

0

BBB@

a1n
a2n
...
amn

1

CCCA
=

= x1A�1 + x2A�2 + · · ·+ xnA�n
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a soustavu Ax = b pak můžeme přepsat

x1A�1 + x2A�2 + · · ·+ xnA�n = b.

Tedy, soustava lineárńıch rovnic Ax = b má řešeńı právě tehdy, když existuje lineárńı
kombinace sloupk̊u matice A, která je rovna sloupku pravých stran b. Koeficienty ta-
kových lineárńıch kombinaćı tvoř́ı jednotlivá řešeńı soustavy.

Jestliže soustava lineárńıch rovnic má nějaké řešeńı, tj. sloupek pravých stran je
nějakou lineárńı kombinaćı sloupk̊u matice soustavy, potom hodnost rozš́ı̌rené matice
soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestliže soustava nemá řešeńı, tj. sloupek
pravých stran neńı lineárńı kombinaćı sloupk̊u matice soustavy, potom hodnost rozš́ı̌rené
matice soustavy je o 1 větš́ı než hodnost matice soustavy.

Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic je pr̊unik množin všech řešeńı jed-
notlivých rovnic soustavy.

Př́ıklad. (1) Řešeńı lineárńı rovnice

a1x
1 + a2x

2 = b

s reálnými koeficienty o dvou neznámých x1, x2 jsou uspořádané dvojice (⇠1, ⇠2) reálných
č́ısel takové, že po jejich dosazeńı do rovnice za neznámé dostaneme rovnost. Množina
všech řešeńı takové rovnice je tedy

{(⇠1, ⇠2) 2 R2 | a1⇠1 + a2⇠
2 = b}

a bereme-li uspořádané dvojice jako body v rovině, tato množina je
• prázdná, tj. rovnice nemá řešeńı — pokud a1 = a2 = 0 a b 6= 0;
• př́ımka, tj. rovnice má nekonečně mnoho řešeńı — pokud aspoň jeden z koeficient̊u
a1, a2 je nenulový;

• celá rovina, tj. rovnice má nekonečně mnoho řešeńı — pokud a1 = a2 = b = 0.
Je-li to př́ımka procházej́ıćı dvěma body u = (u1, u2), v = (v1, v2) a označ́ıme-li w =
u� v, můžeme ji zapsat také parametricky

{u+ tw | t 2 R} = {(u1, u2) + t(w1, w2) | t 2 R} =

= {(u1 + tw1, u2 + tw2) | t 2 R}.
(2) Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o dvou neznámých je pr̊unik množin
všech řešeńı jednotlivých rovnic. Taková množina je tedy

• prázdná — pokud bud’ aspoň jedna rovnice nemá řešeńı, nebo množiny všech řešeńı
dvou rovnic jsou rovnoběžné př́ımky, nebo množiny všech řešeńı tř́ı rovnic jsou
př́ımky s prázdným pr̊unikem;

• jednoprvková — pokud množiny všech řešeńı dvou rovnic jsou př́ımky s jednoprv-
kovým pr̊unikem, jehož prvek je řešeńım i všech ostatńıch rovnic soustavy;

• př́ımka — pokud to neńı celá rovina a všechny množiny všech řešeńı jednotlivých
rovnic r̊uzné od celé roviny jsou tatáž př́ımka, tedy všechny rovnice jsou násobky
jedné z nich;

• celá rovina — pokud všechny rovnice maj́ı všechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy ai1 = ai2 = bi = 0 pro každé i.

(3) Řešeńı lineárńı rovnice o třech neznámých jsou uspořádané trojice, po jejichž do-
sazeńı do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li uspořádané trojice jako body v troj-
rozměrném prostoru, množina všech řešeńı je

• prázdná — pokud a1 = a2 = a3 = 0 a b 6= 0;
• rovina — pokud aspoň jeden z koeficient̊u a1, a2, a3 je nenulový;
• celý trojrozměrný prostor — pokud a1 = a2 = a3 = b = 0.

A také rovinu v prostoru můžeme vyjádřit parametricky.

(4) Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o třech neznámých může být
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• prázdná;
• jednoprvková;
• př́ımka;
• rovina;
• celý trojrozměrný prostor.

(5) Řešeńı lineárńı rovnice o n neznámých jsou uspořádané n-tice a množina všech
řešeńı je

• prázdná;
•
”
(n� 1)-rozměrná rovina“, nazývá se nadrovina v n-rozměrném prostoru;

• celý n-rozměrný prostor.
Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o n neznámých je tedy př́ıpadně pr̊unik
nadrovin v n-rozměrném prostoru. ⇤

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1

má právě jedno řešeńı, (0,5, 0,5, 0,5), tj. ⇠1 = ⇠2 = ⇠3 = 0,5. Množina všech řešeńı je
{(0,5, 0,5, 0,5)}.
(2) Mějme soustavu

x� y = 1,

tedy jednu rovnici o dvou neznámých x, y. Každá uspořádaná dvojice (t, t � 1), kde t
je libovolné reálné č́ıslo, je řešeńı soustavy, tj. ⇠1 = t, ⇠2 = t � 1 pro libovolné t 2 R.
Soustava má tedy nekonečně mnoho řešeńı a množina všech řešeńı je {(t, t� 1) | t 2 R}.
(3) Soustava

x = 0

x = 1

nemá žádné řešeńı, množina všech řešeńı je tedy prázdná množina ;. ⇤

3.2. Gaussova eliminačńı metoda a obecné řešeńı

Řešit soustavu lineárńıch rovnic, tj. hledat množinu všech jej́ıch řešeńı, je možné tak,
že soustavu uprav́ıme na takový tvar, ze kterého všechna řešeńı vyčteme. Je ovšem nutné
použ́ıvat pouze takové úpravy, po jejichž provedeńı množina všech řešeńı nové soustavy
je stejná jako množina všech řešeńı p̊uvodńı soustavy.

Definice 3.2.1. Ekvivalentńı úprava soustavy lineárńıch rovnic je úprava, jej́ıž pro-
vedeńım vznikne soustava lineárńıch rovnic s množinou všech řešeńı rovnou množině
všech řešeńı p̊uvodńı soustavy.
Soustavy lineárńıch rovnic, jejichž množiny všech řešeńı se vzájemně rovnaj́ı, jsou
ekvivalentńı.

Definice 3.2.2. Elementárńı úpravy soustavy lineárńıch rovnic jsou

(i) přičteńı násobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynásobeńı jedné rovnice nenulovým prvkem pole,
(iii) vzájemná výměna dvou rovnic.
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Ke každé elementárńı úpravě soustavy existuje elementárńı úprava (stejného typu),
která soustavu převede do p̊uvodńıho stavu.

Je zřejmé, že provedeńı řádkové elementárńı úpravy rozš́ı̌rené matice soustavy je totéž
co provedeńı obdobné elementárńı úpravy soustavy.

Podle následuj́ıćıho tvrzeńı elementárńı úpravy jsou ekvivalentńı.

Tvrzeńı 3.2.1. Elementárńı úpravy soustavy lineárńıch rovnic jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Mějme soustavu lineárńıch rovnic o n neznámých x1, x2, . . . , xn a bud’ ⇠ =
(⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) jej́ı řešeńı, tj. pro každé i plat́ı rovnost

ai1⇠
1 + ai2⇠

2 + · · ·+ ain⇠
n = bi.

Zvolme si jednu elementárńı úpravu, přičteńı c-násobku j-té rovnice k i-té rovnici,
kde i 6= j (pro zbylé dvě úpravy je d̊ukaz analogický). Po této úpravě dostaneme novou
soustavu, která se od té p̊uvodńı lǐśı jen v i-té rovnici, ta v nové soustavě je

(ai1 + caj1)x
1 + · · ·+ (ain + cajn)x

n = bi + cbj .

Je zřejmé, že ⇠ je řešeńım i této nové soustavy, protože je řešeńım nové i-té rovnice

(ai1 + caj1)⇠
1 + · · ·+ (ain + cajn)⇠

n =

= (ai1⇠
1 + · · ·+ ain⇠

n) + c(aj1⇠
1 + · · ·+ ajn⇠

n) =

= bi + cbj

i všech ostatńıch, nezměněných rovnic soustavy. To znamená, že každé řešeńı p̊uvodńı
soustavy je řešeńım i upravené soustavy.

Při maticovém zápisu můžeme tvrzeńı dokázat s využit́ım toho, že řádková ele-
mentárńı úprava matice je totéž co vynásobeńı elementárńı matićı zleva. Úpravou sou-
stavy Ax = b dostaneme soustavu QAx = Qb. Jestliže ⇠ je řešeńım p̊uvodńı soustavy,
tedy A⇠ = b, potom QA⇠ = Qb a ⇠ je řešeńım i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, že upravenou soustavu můžeme převést na tu p̊uvodńı opět pomoćı
jedné z elementárńıch úprav, každé řešeńı upravené soustavy je také řešeńım p̊uvodńı
soustavy. Celkově tedy množina všech řešeńı upravené soustavy je rovna množině všech
řešeńı p̊uvodńı soustavy. ⇤

Tvary soustavy lineárńıch rovnic, ze kterých lze snadno vyč́ıst všechna řešeńı soustavy,
jsou ty, jejichž rozš́ı̌rené matice jsou ve schodovitém a ještě lépe v Gaussově–Jordanově
tvaru.

Gaussova eliminačńı metoda. Řádkovými elementárńımi úpravami upravme rozš́ı-
řenou matici soustavy na Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar (stačil by i schodovitý). Je zřejmé,
že počet nenulových řádk̊u př́ıslušné upravené matice soustavy neńı větš́ı než počet
neznámých, čili počet sloupk̊u matice soustavy. Jestliže upravená rozš́ı̌rená matice sou-
stavy má v́ıce (o jeden) nenulových řádk̊u než př́ıslušná matice soustavy, soustava (upra-
vená i p̊uvodńı) nemá řešeńı. Jestliže počty nenulových řádk̊u upravené rozš́ı̌rené matice
soustavy i př́ıslušné matice soustavy se rovnaj́ı r (r  n), tj. rozš́ı̌rená matice soustavy
a matice soustavy maj́ı stejné hodnosti, př́ıslušná soustava rovnic (uvád́ıme jen ty ne-
nulové) je

xk1 + · · ·+ 0 + · · ·+ 0 + c1kr+1x
kr+1 + · · ·+ c1nx

n = d1

...

xkr�1 + · · ·+ 0 + cr�1kr+1x
kr+1 + · · ·+ cr�1n xn = dr�1

xkr + crkr+1x
kr+1 + · · ·+ crnx

n = dr.
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Z posledńı rovnice můžeme pomoćı xkr+1, . . . , xn vyjádřit

xkr = dr � crkr+1x
kr+1 � · · ·� crnx

n.

Z předposledńı rovnice můžeme pomoćı xkr�1+1, . . . , xkr�1, xkr+1, . . . , xn vyjádřit

xkr�1 = dr�1 � cr�1kr�1+1x
kr�1+1 � · · ·� cr�1kr�1x

kr�1 � cr�1kr+1x
kr+1 � · · ·� cr�1n xn.

Takto můžeme postupovat až k prvńı rovnici, ze které vyjádř́ıme xk1 pomoćı neznámých
xk1+1, . . . , xn kromě xk2 , . . . , xkr.

Źıskáme tak vyjádřeńı r neznámých xk1 , xk2 , . . . , xkr pomoćı n�r neznámých xi s i 2
{1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr}. Když za neznámé xi, i 2 {1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr},
zvoĺıme libovolné prvky pole P , které pak dosad́ıme do źıskaných vztah̊u pro neznámé
xk1 , xk2 , . . . , xkr a tyto hodnoty dopoč́ıtáme, dostaneme řešeńı soustavy Ax = b.

Definice 3.2.3. Neznámé xk1 , xk2 , . . . , xkr z předchoźıho odstavce jsou hlavńı (nebo
bázové nebo bázické), neznámé xi, kde i 2 {1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr}, jsou pa-
rametry (nebo nebázické neznámé nebo volné proměnné) a označujeme je po řadě
t1, . . . , tn�r.

Definice 3.2.4. Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o n neznámých, jej́ıž rozš́ı̌rená ma-
tice má hodnost r, zapsané pomoćı n� r parametr̊u je obecné řešeńı. Řešeńı źıskané
z obecného řešeńı libovolnou volbou parametr̊u je partikulárńı řešeńı.

Je zřejmé, že každé řešeńı soustavy lineárńıch rovnic lze źıskat z obecného řešeńı
vhodnou volbou parametr̊u. Takže množina všech řešeńı źıskaných z obecného řešeńı
všemi možnými volbami parametr̊u je rovna množině všech řešeńı soustavy a obecné
řešeńı reprezentuje všechna řešeńı soustavy.

Př́ıklad. Mějme soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 = 1

3x1 + 4x2 + 5x3 = 1

nad polem reálných č́ısel. Rozš́ı̌rená matice soustavy je
0

@
1 2 3 1
2 3 4 1
3 4 5 1

1

A .

Jej́ı Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar je
0

@
1 0 �1 �1
0 1 2 1
0 0 0 0

1

A

a hodnost matice soustavy i hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy se rovnaj́ı 2. Uvedený
Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar reprezentuje soustavu

x1 � x3 = �1

x2 + 2x3 = 1.

Z prvńı rovnice můžeme vyjádřit x1 pomoćı x3

x1 = �1 + x3

a z druhé rovnice můžeme vyjádřit x2 pomoćı x3

x2 = 1� 2x3.
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Máme tedy 2 (= hodnost matice) neznámé vyjádřeny pomoćı jedné (= 3� 2) neznámé.
Neznámé x1 a x2 jsou hlavńı, neznámá x3 je parametr a můžeme za ni dosadit libovolné
reálné č́ıslo a hlavńı neznámé dopoč́ıtat. Označ́ıme-li parametr t, dostaneme, že

⇠(t) = (�1 + t, 1� 2t, t), t 2 R,
je obecné řešeńı soustavy. Při volbě t = 0 źıskáme partikulárńı řešeńı ⇠(0) = (�1, 1, 0).
Množina všech řešeńı soustavy je

{(�1 + t, 1� 2t, t) | t 2 R}.
Uspořádanou trojici (�1 + t, 1� 2t, t) můžeme zapsat

(�1 + t, 1� 2t, t) = (�1, 1, 0) + (t,�2t, t) =

= (�1, 1, 0) + t(1,�2, 1)

a množinu všech řešeńı soustavy pak můžeme zapsat

{(�1, 1, 0) + t(1,�2, 1) | t 2 R},
což je př́ımka v R3 procházej́ıćı bodem (�1, 1, 0), který je dán sloupcem pravých stran
soustavy v Gaussově–Jordanově tvaru, se směrovým vektorem (1,�2, 1). Při maticovém
zápisu množina všech řešeńı je

8
<

:

0

@
�1
1
0

1

A+ t

0

@
1
�2
1

1

A

������
t 2 R

9
=

; . ⇤

Př́ıklad. Mějme soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 1

3x1 + 4x2 + 5x3 + 6x4 = 1

4x1 + 5x2 + 6x3 + 7x4 = 1

nad polem reálných č́ısel. Rozš́ı̌rená matice soustavy je
0

BB@

1 2 3 4 1
2 3 4 5 1
3 4 5 6 1
4 5 6 7 1

1

CCA .

Jej́ı Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar je
0

BB@

1 0 �1 �2 �1
0 1 2 3 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1

CCA

a hodnost matice soustavy i hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy se rovnaj́ı 2. Uvedený
Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar reprezentuje soustavu

x1 � x3 � 2x4 = �1

x2 + 2x3 + 3x4 = 1.

Z prvńı rovnice můžeme vyjádřit x1 pomoćı x3 a x4

x1 = �1 + x3 + 2x4

a z druhé rovnice můžeme vyjádřit x2 pomoćı x3 a x4

x2 = 1� 2x3 � 3x4.
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Máme tedy 2 (= hodnost matice) neznámé vyjádřeny pomoćı dvou (= 4�2) neznámých.
Neznámé x1 a x2 jsou hlavńı, neznámé x3 a x4 jsou parametry a můžeme za ně dosa-
dit libovolná reálná č́ısla a hlavńı neznámé dopoč́ıtat. Označ́ıme-li parametry t1 a t2,
dostaneme, že

⇠(t1, t2) = (�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2), t1, t2 2 R,

je obecné řešeńı soustavy. Při volbě t1 = 1, t2 = 0 źıskáme partikulárńı řešeńı ⇠(1, 0) =
(0,�1, 1, 0), při volbě t1 = 0, t2 = 1 źıskáme partikulárńı řešeńı ⇠(0, 1) = (1,�2, 0, 1).
Množina všech řešeńı soustavy je

{(�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) | t1, t2 2 R}.

Uspořádanou čtveřici (�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) můžeme zapsat

(�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) =

= (�1, 1, 0, 0) + (t1,�2t1, t1, 0) + (2t2,�3t2, 0, t2) =

= (�1, 1, 0, 0) + t1(1,�2, 1, 0) + t2(2,�3, 0, 1)

a množinu všech řešeńı soustavy pak můžeme zapsat

{(�1, 1, 0, 0) + t1(1,�2, 1, 0) + t2(2,�3, 0, 1) | t1, t2 2 R},

při maticovém zápisu
8
>><

>>:

0

BB@

�1
1
0
0

1

CCA+ t1

0

BB@

1
�2
1
0

1

CCA+ t2

0

BB@

2
�3
0
1

1

CCA

��������
t1, t2 2 R

9
>>=

>>;
. ⇤

3.3. Frobeniova věta

Z předchoźıch pozorováńı a tvrzeńı vyplývá následuj́ıćı věta.

Tvrzeńı 3.3.1 (Frobeniova věta). Soustava lineárńıch rovnic má aspoň jedno řešeńı
právě tehdy, když hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozš́ıřené matice soustavy.

D̊ukaz. Jestliže soustava Ax = b má nějaké řešeńı, pak sloupek b pravých stran je
lineárńı kombinaćı sloupk̊u matice A a rozš́ı̌reńım matice A o takový sloupek se hodnost
nezměńı. Takže matice A a Ā maj́ı stejné hodnosti.

Jestliže se hodnosti matic A a Ā rovnaj́ı, a rovnaj́ı se tedy i hodnosti př́ıslušných matic
v Gaussově–Jordanově tvaru, pak použit́ım Gaussovy eliminačńı metody a libovolnou
volbou parametr̊u źıskáme řešeńı soustavy. ⇤

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1

má matici soustavy
0

@
1 2 �1

�1 1 2
2 �1 1

1

A
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a rozš́ı̌renou matici soustavy
0

@
1 2 �1 1

�1 1 2 1
2 �1 1 1

1

A .

Jejich hodnosti jsou stejné, obě se rovnaj́ı 3, takže podle Frobeniovy věty soustava má
řešeńı. Jelikož hodnosti jsou rovny počtu neznámých, všechny neznámé jsou hlavńı,
žádná neńı parametr a soustava má právě jedno řešeńı.

(2) Soustava

x� y = 1

má matici soustavy
�
1 �1

�

a rozš́ı̌renou matici soustavy
�
1 �1 1

�
.

Jejich hodnosti jsou stejné, obě se rovnaj́ı 1, takže podle Frobeniovy věty soustava má
řešeńı. Jelikož hodnosti jsou nižš́ı než počet neznámých, jedna neznámá je hlavńı, jedna
neznámá je parametr a soustava má nekonečně mnoho řešeńı.

(3) Soustava

x = 0

x = 1

má matici soustavy
✓
1
1

◆

a rozš́ı̌renou matici soustavy
✓
1 0
1 1

◆
.

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy je rovna 2,
takže podle Frobeniovy věty soustava nemá řešeńı. ⇤

3.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy věty soustava s regulárńı matićı má řešeńı. Podle následuj́ıćı věty
má právě jedno řešeńı.

Tvrzeńı 3.4.1. Bud’ Ax = b soustava se čtvercovou matićı A. Potom A je regulárńı
právě tehdy, když Ax = b má právě jedno řešeńı, a to

⇠ = A�1b.

D̊ukaz.
”
)“ Necht’ A je regulárńı matice, tedy invertibilńı, s maximálńı hodnost́ı. Potom

podle Frobeniovy věty soustava Ax = b má řešeńı. A pro každé řešeńı ⇠ plat́ı A⇠ = b,
tedy ⇠ = A�1A⇠ = A�1b, čili řešeńı je jediné.

”
(“ Necht’ A neńı regulárńı matice, tedy je singulárńı, s hodnost́ı menš́ı než počet

jej́ıch řádk̊u, který se rovná počtu neznámých. Pokud hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy
je větš́ı než hodnost matice soustavy, soustava nemá řešeńı. Pokud hodnost rozš́ı̌rené ma-
tice soustavy je stejná jako hodnost matice soustavy, potom v obecném řešeńı soustavy
vystupuje aspoň jeden parametr, za který lze dosadit libovolný prvek pole. Vzhledem
k tomu, že pole obsahuje v́ıce než jeden prvek, soustava má v́ıce než jedno řešeńı. ⇤
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Tvrzeńı 3.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud’ Ax = b soustava s regulárńı matićı A

a řešeńım ⇠ =
�
⇠1 ⇠2 . . . ⇠n

�T
. Pak pro každé i 2 {1, 2, . . . , n}

⇠i =
detAi

detA
,

kde Ai je matice vzniklá z matice A výměnou i-tého sloupku za sloupek pravých stran b:

Ai =

0

B@
a11 . . . a1i�1 b1 a1i+1 . . . a1n
...
an1 . . . ani�1 bn ani+1 . . . ann

1

CA .

D̊ukaz. Při rozvoji podle i-tého sloupku dostáváme detAi =
P

j Â
j
i b

j . Dále

⇠ = A�1b =
1

detA
(adjA) · b = 1

detA
ÂTb

a tedy

⇠i =

P
j(Â

T)ijb
j

detA
=

P
j Â

j
i b

j

detA
=

P
j(Âi)

j
i b

j

detA
=

detAi

detA
.

Tvrzeńı můžeme dokázat také takto: Je-li ⇠ řešeńı soustavy Ax = b, pak b je lineárńı
kombinaćı sloupk̊u A�i s koeficienty ⇠1, . . . , ⇠n, tedy

b = ⇠1A�1 + ⇠2A�2 + · · ·+ ⇠nA�n =
X

j

⇠jA�j

a matice Ai má v i-tém sloupku tuto lineárńı kombinaci všech sloupk̊u matice A. Potom

detAi = det
�
A�1 . . . A�i�1 b A�i+1 . . . A�n

�
=

= det
�
A�1 . . . A�i�1

P
j ⇠

jA�j A�i+1 . . . A�n
�
=

=
X

j

det
�
A�1 . . . A�i�1 ⇠jA�j A�i+1 . . . A�n

�
=

=
X

j

⇠j det
�
A�1 . . . A�i�1 A�j A�i+1 . . . A�n

�
=

= ⇠i det
�
A�1 . . . A�i�1 A�i A�i+1 . . . A�n

�
=

= ⇠i detA,

z čehož dostaneme požadovaný vztah. ⇤

Př́ıklad. Mějme soustavu

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1.

Potom

A =

0

@
1 2 �1

�1 1 2
2 �1 1

1

A A1 =

0

@
1 2 �1
1 1 2
1 �1 1

1

A

A2 =

0

@
1 1 �1

�1 1 2
2 1 1

1

A A3 =

0

@
1 2 1

�1 1 1
2 �1 1

1

A
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a

detA = 14 detA1 = 7 detA2 = 7 detA3 = 7.

Proto

⇠1 = ⇠2 = ⇠3 =
detA1

detA
=

detA2

detA
=

detA3

detA
=

7

14
=

1

2
. ⇤

3.5. Homogenńı soustavy lineárńıch rovnic

Definice 3.5.1. Soustava lineárńıch rovnic s nulovou pravou stranou je homogenńı.

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 0

�x1 + x2 + 2x3 = 0

2x1 � x2 + x3 = 0

je homogenńı.

(2) Soustava

x1 � x2 + x3 = 0

je homogenńı.

(3) Soustava

x = 0

x = 1

neńı homogenńı. ⇤

Tvrzeńı 3.5.1. (1) Každá homogenńı soustava má řešeńı.

(2) Každá homogenńı soustava má nulové řešeńı.

(3) Homogenńı soustava se čtvercovou matićı má pouze nulové řešeńı právě tehdy, když
matice soustavy je regulárńı.

(4) Homogenńı soustava se čtvercovou matićı má nenulové řešeńı právě tehdy, když
determinant matice soustavy je roven nule.

(5) Homogenńı soustava, ve které je méně rovnic než neznámých, má nenulové řešeńı.

D̊ukaz. (1) Existence řešeńı homogenńı soustavy vyplývá z Frobeniovy věty i z násle-
duj́ıćıho bodu (2).

(2) Vzhledem k tomu, že 0 ·p = p ·0 = 0 pro každé p z př́ıslušného pole, viz kapitola 6,
je zřejmé, že homogenńı soustava má nulové řešeńı.

(3) Vyplývá z Tvrzeńı 3.4.1.
(4) Tvrzeńı je ekvivalentńı předchoźımu.
(5) V tomto př́ıpadě při použit́ı Gaussovy eliminačńı metody kladný počet neznámých

jsou parametry a vhodnou volbou libovolného parametru źıskáme nenulové řešeńı. ⇤

Množina všech řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch rovnic má následuj́ıćı vlastnost.

Tvrzeńı 3.5.2. Lineárńı kombinace řešeńı homogenńı soustavy je také řešeńı té sou-
stavy. Speciálně, nulový sloupek je řešeńı, součet řešeńı je řešeńı a c-násobek řešeńı je
řešeńı.
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D̊ukaz. Necht’ ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠k jsou řešeńı soustavy Ax = 0, čili A⇠1 = 0, A⇠2 = 0, . . . , A⇠k =
0. Bud’te ↵1,↵2, . . . ,↵k 2 P . Potom

A(↵1⇠1 + ↵2⇠2 + · · ·+ ↵k⇠k) = ↵1A⇠1 + ↵2A⇠2 + · · ·+ ↵kA⇠k = 0

a lineárńı kombinace řešeńı je tedy také řešeńı soustavy. ⇤

Definice 3.5.2. Fundamentálńı systém řešeńı homogenńı soustavy je taková množina
řešeńı té soustavy, která je lineárně nezávislá a každé řešeńı lze vyjádřit jako lineárńı
kombinaci řešeńı z této množiny.

Tvrzeńı 3.5.3. Fundamentálńı systém řešeńı soustavy rovnic Ax = 0 o n neznámých
má n� rankA prvk̊u.

D̊ukaz. Obecné řešeńı ⇠ soustavy Ax = 0 o n neznámých je vyjádřeno pomoćı n�rankA
parametr̊u t1, . . . , tn�rankA, tedy ⇠ = ⇠(t1, . . . , tn�rankA). Provedeme-li n� rankA voleb
parametr̊u

(t1, . . . , tn�rankA) = (1, 0, . . . , 0),

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, 1, . . . , 0),

. . .

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, . . . , 0, 1),

dostaneme množinu partikulárńıch řešeńı

{⇠(1, 0, . . . , 0), ⇠(0, 1, . . . , 0), . . . , ⇠(0, . . . , 0, 1)},
která je lineárně nezávislá a

⇠(t1, . . . , tn�rankA) = t1⇠(1, 0, . . . , 0)+t2⇠(0, 1, . . . , 0)+· · ·+tn�rankA⇠(0, . . . , 0, 1),

takže obecné řešeńı, čili každé řešeńı, soustavy je lineárńı kombinaćı těchto partikulárńıch
řešeńı. ⇤

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 � x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné řešeńı je

⇠(t) = (t, t), t 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{(t, t) | t 2 R} = {t(1, 1) | t 2 R}
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{(1, 1)}.
(2) Soustava

x1 + x2 + 2x3 = 0

�x1 + x2 + 2x3 = 0

x1 + 3x2 + 6x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 2, obecné řešeńı je

⇠(t) = (0,�2t, t), t 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{(0,�2t, t) | t 2 R} = {t(0,�2, 1) | t 2 R}
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a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{(0,�2, 1)}.
(3) Soustava

x1 � x2 + x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné řešeńı je

⇠(t1, t2) = (t1 � t2, t1, t2), t1, t2 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{(t1 � t2, t1, t2) | t1, t2 2 R} = {t1(1, 1, 0)� t2(�1, 0, 1) | t1, t2 2 R}
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{(1, 1, 0), (�1, 0, 1)}.
(4) Soustava

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 2 a soustava má jediné řešeńı, čili obecné
řešeńı je

⇠ = (0, 0),

množina všech řešeńı soustavy je

{(0, 0)}
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je ;.
(5) Soustava

0x = 0

má 1 neznámou, matice soustavy má hodnost 0, obecné řešeńı je

⇠(t) = t, t 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{t | t 2 R} = R
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{1}. ⇤

Poznámka. Je-li {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} fundamentálńı systém řešeńı nějaké soustavy, potom

t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r, t1, t2, . . . , tr 2 P,

je obecné řešeńı soustavy a

{t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r | t1, t2, . . . , tr 2 P}
je množina všech řešeńı soustavy.

Homogenńı soustava rovnic k zadanému fundamentálńımu systému řešeńı.

Pro libovolnou lineárně nezávislou množinu {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} ⇢ Pn existuje homogenńı
soustava lineárńıch rovnic taková, že {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} je jej́ı fundamentálńı systém řešeńı.
Takových soustav, vzájemně ekvivalentńıch, existuje v́ıce. Uvedeme postup nalezeńı
jedné z nich.
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Množina {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} uspořádaných n-tic prvk̊u pole P má být fundamentálńı
systém řešeńı soustavy, takže hledáme homogenńı soustavu

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = 0

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = 0 resp. Ax = 0

...

an�r1 x1 + an�r2 x2 + · · ·+ an�rn xn = 0

lineárńıch rovnic nad polem P o n neznámých x1, x2, . . . , xn, jej́ıž matice A = (aij) má

hodnost n� r. Je tedy potřeba naj́ıt vhodné koeficienty aij .
Jednotlivé uspořádané n-tice ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r maj́ı být řešeńı soustavy Ax = 0, takže

po jejich dosazeńı za x dostaneme r · (n � r) homogenńıch rovnic o celkem n · (n � r)
neznámých aij , i 2 {1, . . . , n � r}, j 2 {1, . . . , n}. Ovšem, pro každé k 2 {1, . . . , r}
dosazeńım ⇠k za x dostaneme A⇠k = 0, což představuje n� r rovnic

⇠1ka
1
1 + ⇠2ka

1
2 + · · ·+ ⇠nk a

1
n = 0

⇠1ka
2
1 + ⇠2ka

2
2 + · · ·+ ⇠nk a

2
n = 0

...

⇠1ka
n�r
1 + ⇠2ka

n�r
2 + · · ·+ ⇠nk a

n�r
n = 0,

z nichž každá má jiných n neznámých aj1, . . . , a
j
n, j 2 {1, . . . , n � r}, ale všechny maj́ı

stejné koeficienty ⇠1k, . . . , ⇠
n
k , takže všechny maj́ı stejnou množinu všech řešeńı a stač́ı

pro každé k 2 {1, . . . , r} uvažovat jen jednu rovnici

⇠1ka
1 + ⇠2ka

2 + · · ·+ ⇠nk a
n = 0

s neznámými a1, a2, . . . , an. Dosazeńım všech ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r tak dostaneme homogenńı
soustavu

⇠11a
1 + ⇠21a

2 + · · ·+ ⇠n1 a
n = 0

⇠12a
1 + ⇠22a

2 + · · ·+ ⇠n2 a
n = 0

...

⇠1ra
1 + ⇠2ra

2 + · · ·+ ⇠nr a
n = 0

r lineárńıch rovnic o n neznámých a1, a2, . . . , an s matićı ⌅, jej́ıž řádky jsou tvořeny
uspořádanými n-ticemi ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r. Hodnost matice ⌅ je tedy rovna r, fundamentálńı
systém řešeńı má n�r prvk̊u (a11, a

1
2, . . . , a

1
n), (a

2
1, a

2
2, . . . , a

2
n), . . . , (a

n�r
1 , an�r2 , . . . , an�rn )

a toto jsou řádky hledané matice A.

Př́ıklad. Necht’ ⇠1 = (1, 2, 3, 4), ⇠2 = (4, 3, 2, 1) 2 R4. Najdeme homogenńı soustavu
lineárńıch rovnic nad polem R, jej́ımž fundamentálńım systémem řešeńı je

{⇠1, ⇠2}.

Hledáme tedy soustavu Ax = 0 dvou rovnic o čtyřech neznámých. Sestav́ıme soustavu
⌅ · a = 0, kde

⌅ =

✓
1 2 3 4
4 3 2 1

◆
a a =

0

BB@

a1

a2

a3

a4

1

CCA .
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Tedy,

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 0

4a1 + 3a2 + 2a3 + a4 = 0.

Fundamentálńı systém řešeńı této soustavy je, např́ıklad,

{(2,�3, 0, 1), (1,�2, 1, 0)}.
Zvoĺıme-li

A =

✓
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

◆
=

✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
,

dostaneme soustavu

✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
·

0

BB@

x1

x2

x3

x4

1

CCA = 0

tedy

2x1 � 3x2 + x4 = 0

x1 � 2x2 + x3 = 0.

Potom {(1, 2, 3, 4), (4, 3, 2, 1)} je fundamentálńı systém řešeńı této soustavy,

t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1), t1, t2 2 R,
je jej́ı obecné řešeńı a

{t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1) | t1, t2 2 R}
je množina všech řešeńı soustavy. ⇤

3.6. Nehomogenńı soustavy lineárńıch rovnic

Definice 3.6.1. Soustava lineárńıch rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genńı. Je-li Ax = b nehomogenńı soustava, potom Ax = 0 je homogenizovaná sou-
stava.

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 0

2x1 � x2 + x3 = 3

je nehomogenńı.

(2) Soustava

x1 � x2 + x3 = 1

je nehomogenńı. ⇤

Tvrzeńı 3.6.1. (1) Pokud nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic má právě jedno
řešeńı, potom homogenizovaná soustava má jen nulové řešeńı.

(2) Nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic se čtvercovou matićı má právě jedno řešeńı
právě tehdy, když homogenizovaná soustava má jen nulové řešeńı.
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(3) Nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic se čtvercovou matićı má právě jedno řešeńı
právě tehdy, když matice soustavy je regulárńı.

(4) Nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic nemá nulové řešeńı.

D̊ukaz. (1) Má-li soustava právě jedno řešeńı, potom žádná z neznámých neńı parametr
a homogenizovaná soustava má jen nulové řešeńı.

(2) Vyplývá z předchoźıho bodu a z Gaussovy eliminačńı metody.
(3) Vyplývá z předchoźıho bodu a z Tvrzeńı 3.5.1.
(4) Zřejmé. ⇤

Množina všech řešeńı nehomogenńı soustavy nemá vlastnosti uvedené v Tvrzeńı 3.5.2,
které má množina všech řešeńı homogenńı soustavy. Totiž, součet řešeńı nehomogenńı
soustavy neńı jej́ı řešeńı, c-násobek řešeńı nehomogenńı soustavy, kde c 6= 1, neńı jej́ı
řešeńı a lineárńı kombinace řešeńı nehomogenńı soustavy neńı jej́ı řešeńı.

Tvrzeńı 3.6.2. Necht’ ⇠p je nějaké řešeńı soustavy Ax = b. Potom pro každé řešeńı ⇠
této soustavy existuje jediné řešeńı ⇠0 homogenizované soustavy takové, že ⇠ = ⇠p + ⇠0.

Na druhou stranu, pro libovolné řešeńı ⇠0 homogenizované soustavy je ⇠ = ⇠p + ⇠0
řešeńı soustavy Ax = b.

D̊ukaz. Bud’te ⇠p a ⇠ řešeńı soustavy. Položme ⇠0 = ⇠ � ⇠p. Potom A⇠0 = A(⇠ � ⇠p) =
A⇠ � A⇠p = b � b = 0. Tedy, ⇠0 je řešeńı homogenizované soustavy a ⇠ = ⇠0 + ⇠p.
Jednoznačnost ⇠0 je zřejmá.

Je-li A⇠0 = 0, pak A⇠ = A(⇠p + ⇠0) = A⇠p +A⇠0 = b+ 0 = b. ⇤

Důsledek. (1) Má-li nehomogenńı soustava řešeńı, potom jej́ı obecné řešeńı je součtem
obecného řešeńı homogenizované soustavy a nějakého partikulárńıho řešeńı nehomogenńı
soustavy.

(2) Je-li ⇠p řešeńı soustavy Ax = b, potom množina všech řešeńı této soustavy je

{⇠p + ⇠0 | ⇠0 je řešeńı homogenizované soustavy Ax = 0} .

Cvičeńı. Rozd́ıl libovolných dvou řešeńı nehomogenńı soustavy je řešeńı homogenizo-
vané soustavy. ⇤

Př́ıklad. (1) Jedno z řešeńı soustavy

x1 � x2 = 1

je (1, 0). Množina všech řešeńı homogenizované soustavy

x1 � x2 = 0

je {(t, t) | t 2 R}. Množina všech řešeńı nehomogenńı soustavy

x1 � x2 = 1

je {(1, 0) + (t, t) | t 2 R} = {(1 + t, t) | t 2 R}.
(2) Soustava

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 2

má řešeńı (2,�1). Množina všech řešeńı homogenizované soustavy

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0
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je {(0, 0)}. Množina všech řešeńı nehomogenńı soustavy

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 2

je {(2,�1) + (0, 0)} = {(2,�1)}. ⇤
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4. Polynomy

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, dělitelnost

Definice 4.1.1. Bud’ P pole, n 2 N, a0, . . . , an 2 P , x 62 P . Polynom (mnohočlen)
jedné neurčité x nad polem P je výraz tvaru

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0.

Zde xi jsou mocniny, nejedná se o horńı indexy. Mocninu x0 klademe rovnu 1 2 P ,
takže a0 = a0 ·1 = a0x0. Množinu všech polynomů neurčité x nad polem P označujeme
P [x].
Prvky a0, . . . , an 2 P jsou koeficienty, ai je i-tý koeficient. Koeficient a0 je absolutńı
člen.
Polynom se všemi koeficienty nulovými je nulový polynom a označujeme ho 0.

Sč́ıtance aixi s nulovými koeficienty ai se v zápisu polynomu obvykle neuvád́ı, ty
s nenulovými koeficienty se samozřejmě uvád́ı a neuvedené koeficienty ai jsou tedy
nulové.

Vyjádřeńı
”
polynom nad polem P“ tedy znamená, že se jedná o

”
polynom s koefici-

enty z pole P“.

Př́ıklad. 6x4 + 0x3 + 3x2 + 1x+ 6 2 R[x], a0 = 6, a1 = 1, a2 = 3, a3 = 0, a4 = 6, pro
i > 4 ai = 0. ⇤

Definice 4.1.2. Polynomy f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0

se sobě rovnaj́ı, jestliže se rovnaj́ı jejich př́ıslušné koeficienty. Tedy,

f = g, jestliže ai = bi pro všechna nezáporná celá i.

Definice 4.1.3. Stupeň polynomu f = anxn + an�1xn�1 + · · · + a1x + a0 je největš́ı
č́ıslo s takové, že as 6= 0, označujeme ho deg f . Koeficient as, kde s je stupeň, je
vedoućı koeficient polynomu f , označujeme ho lc f .

Pro nulový polynom nemáme definován ani stupeň ani vedoućı koeficient.

Př́ıklad. Pro f = 6x4 + 3x2 + x+ 6 je deg f = 4 a lc f = 6. ⇤

Definice 4.1.4. Nulový polynom a polynomy stupně 0 jsou konstantńı, polynomy
stupně 1 jsou lineárńı, polynomy stupně 2 jsou kvadratické, polynomy stupně 3 jsou
kubické, polynomy stupně 4 jsou bikvadratické.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0,

označme p = max{n,m}. Součet polynomů f a g je polynom f + g 2 P [x],

f + g = (ap + bp)x
p + (ap�1 + bp�1)x

p�1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ a0 + b0.
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Definice 4.1.6. Součin polynomů f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0,

je polynom fg 2 P [x],

fg =
n+mX

k=0

(
X

i+j=k

aibj)x
k =

= anbmxn+m+

+ (anbm�1 + an�1bm)xn+m�1+

...

+ (a2b0 + a1b1 + a0b2)x
2+

+ (a1b0 + a0b1)x+

+ a0b0.

Tedy, pro k 2 {0, 1, . . . , n+m} k-tý koeficient polynomu fg je
X

i+j=k

aibj = akb0 + ak�1b1 + · · ·+ a1bk�1 + a0bk.

Je-li např́ıklad f konstantńı polynom, f = a0, pak

fg = a0g = a0bmxm + a0bm�1x
m�1 + · · ·+ a0b1x+ a0b0.

Speciálně, pokud f = �1, pak

fg = �g = �bmxm � bm�1x
m�1 � · · ·� b1x� b0

je polynom opačný k polynomu g.

Př́ıklad. Pro

f = 6x4 + 3x2 + 6, g = x3 � 2x2 � x

je

f + g = 6x4 + x3 + x2 � x+ 6,

fg = 6x7 � 12x6 � 3x5 � 6x4 + 3x3 � 12x2 � 6x. ⇤

Tvrzeńı 4.1.1. Bud’te f, g 2 P [x] nenulové. Potom

(1) fg je nenulový polynom,
(2) deg(fg) = deg f + deg g,
(3) lc(fg) = lc f · lc g.

D̊ukaz. Bud’te f, g nenulové polynomy. Necht’ deg f = n, deg g = m, lc f = an a lc g =
bm. Jelikož an 6= 0 a bm 6= 0, také anbm 6= 0, viz kapitola 6. Ovšem, anbm je (n+m)-tý
koeficient součinu fg, takže fg je nenulový polynom. Pro k > n+m je k-tý koeficient
roven nule, takže lc fg = anbm = lc f · lc g a deg(fg) = n+m = deg f + deg g. ⇤

Cvičeńı. Součin polynomů je nulový právě tehdy, když aspoň jeden z nich je nulový. ⇤

Tvrzeńı 4.1.2. Bud’te f, g, h 2 P [x]. Potom
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(1) f + g = g + f ,
(2) f + (g + h) = (f + g) + h,
(3) f + 0 = f ,
(4) f + (�f) = 0,

(5) f · g = g · f ,
(6) f · (g · h) = (f · g) · h,
(7) f · 1 = f ,
(8) f · (g + h) = f · g + f · h.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Tvrzeńı 4.1.3. Necht’ f, g, h 2 P [x], fg = fh a f 6= 0. Pak g = h.

D̊ukaz. Jestliže fg = fh, pak f(g � h) = 0 a aspoň jeden z polynomů f a g � h je
nulový. Podle předpokladu f 6= 0, takže g � h = 0 a g = h. ⇤

Podobně jako v př́ıpadě matic nebo v př́ıpadě prvk̊u nějakého pole je možné definovat
inverzńı polynom.

Definice 4.1.7. Bud’te f, g 2 P [x]. Polynom g je inverzńı k polynomu f , jestliže
fg = gf = 1. Inverzńı polynom k polynomu f znač́ıme f�1. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzńı, je invertibilńı. Množina všech invertibilńıch prvk̊u P [x]
nebo P se znač́ı P [x]⇤, resp. P ⇤.

Tvrzeńı 4.1.4. Invertibilńı polynomy jsou právě nenulové konstantńı polynomy (tedy
polynomy stupně 0).

D̊ukaz. Existuje-li k polynomu f inverze f�1, potom ff�1 = 1 a oba polynomy f, f�1

jsou nenulové. Dále deg f  deg f +deg f�1 = deg(ff�1) = deg 1 = 0. Takže deg f = 0
a f je tedy nenulový konstantńı polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulový konstantńı polynom, můžeme ho ztotožnit
s př́ıslušným prvkem pole, ke kterému d́ıky vlastnostem pole existuje prvek inverzńı
a ten zase můžeme ztotožnit s př́ıslušným polynomem, který je tedy inverzńı k f . ⇤

Nyńı se budeme věnovat dělitelnosti polynomů. Teorie dělitelnosti polynomů a teorie
dělitelnosti celých č́ısel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. Bud’te f, g 2 P [x]. Polynom g děĺı polynom f , jestliže existuje poly-
nom h 2 P [x] takový, že f = gh. Pak také polynom g je dělitel polynomu f a polynom
f je dělitelný polynomem g. Zapisujeme g | f .

Cvičeńı. Jestliže g | f a f 6= 0, pak deg g  deg f . ⇤

Př́ıklad. (1) x | x2 � x, protože x2 � x = x(x� 1).

(2) x neděĺı x2 + 1. Aby x · h byl polynom stupně 2, h muśı být stupně 1, ale pro
jakýkoliv polynom h = a1x+ a0 stupně 1 plat́ı x · h = a1x2 + a0x. ⇤

Cvičeńı. (1) Ukažte, že x� 1 | xn � 1 pro každé celé n > 1.

(2) Ukažte, že relace | je reflexivńı a tranzitivńı. ⇤

Tvrzeńı 4.1.5. Bud’te f, g, h 2 P [x].

(1) f | f a f | 0.
(2) Jestlǐze f | g a g | h, pak f | h.
(3) Jestlǐze f | g a f | h, pak f | (g + h).
(4) Jestlǐze f | g, pak f | (gh).
(5) Jestlǐze fg | fh a f 6= 0, pak g | h.
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D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Podobně jako v př́ıpadě celých č́ısel i v př́ıpadě polynomů existuje děleńı se zbytkem
(nebo neúplné děleńı).

Tvrzeńı 4.1.6. Bud’te f, g 2 P [x], g 6= 0. Pak existuje právě jedna dvojice q, r 2 P [x]
taková, že

(i) f = gq + r;
(ii) bud’ r = 0 nebo deg r < deg g.

D̊ukaz. Jestliže f = 0 nebo deg f < deg g, dvojice q = 0, r = f splňuje podmı́nky (i)
a (ii).

Předpokládejme, že f 6= 0 a deg f � deg g. Položme q0 = 0 a r0 = f a pro i 2 N
taková, že ri 6= 0 a deg ri � deg g, definujme rekurzivně

qi+1 = qi +
lc ri
lc g

· xdeg ri�deg g, ri+1 = ri �
lc ri
lc g

· xdeg ri�deg g · g.

Jelikož stupeň polynomu

lc ri
lc g

· xdeg ri�deg g · g

je roven deg ri a jeho vedoućı koeficient je roven lc ri, tak bud’ ri+1 = 0 nebo deg ri+1 <
deg ri. Proto existuje i0 takové, že bud’ ri0 = 0 nebo deg ri0 < deg g. Nav́ıc, f = gq0+r0
a je-li f = gqi + ri pro nějaké i, potom také f = gqi+1 + ri+1. Takže dvojice q = qi0 ,
r = ri0 splňuje podmı́nky (i) a (ii).

Ještě je třeba dokázat jednoznačnost. Necht’ pro dvojice q1, r1 a q2, r2 jsou splněny
podmı́nky (i) a (ii). Tedy,

f = gq1 + r1 f = gq2 + r2 (1)

bud’ r1 = 0 nebo deg r1 < deg g bud’ r2 = 0 nebo deg r2 < deg g. (2)

Předpokládejme, že r2 � r1 6= 0. Podle (1)

gq1 + r1 = gq2 + r2 tedy g(q1 � q2) = r2 � r1 a deg g  deg(r2 � r1), (3)

zat́ımco z (2) vyplývá, že

deg(r2 � r1) < deg g. (4)

Na základě předpokladu r2 � r1 6= 0 dostáváme spor, takže r2 � r1 = 0, čili r1 = r2.
Vzhledem k tomu, že g 6= 0, z g(q1 � q2) = 0 vyplývá, že q1 � q2 = 0, čili q1 = q2. ⇤

Definice 4.1.9. V předchoźım tvrzeńı q je částečný pod́ıl (pod́ıl, je-li r = 0) polynomů
f a g (v tomto pořad́ı) a r je př́ıslušný zbytek.

Je zřejmé, že g | f právě tehdy, když zbytek při (částečném) pod́ılu polynomů f a g
je roven nule.

Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.
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Tedy q0 = 0, r0 = f a polynomy q1, . . . , q4 a r1, . . . , r4 je možné źıskat pomoćı schématu

(x5 + 2x3 + 2x+ 4)
�(x5 + x4 + 2x3)

r1 = �x4 + 2x+ 4
�(�x4 � x3 � 2x2)

r2 = x3 + 2x2 + 2x+ 4
�(x3 + x2 + 2x)

r3 = x2 + 4
�(x2 + x+ 2)

r4 = �x+ 2

: (x2 + x+ 2) = x3|{z}
q1

�x2

| {z }
q2

+x

| {z }
q3

+1

| {z }
q4

+ �x+2
x2+x+2

Čili

q0 = 0 r0 = x5 + 2x3 + 2x+ 4

q1 = x3 r1 = �x4 + 2x+ 4

q2 = x3 � x2 r2 = x3 + 2x2 + 2x+ 4

q3 = x3 � x2 + x r3 = x2 + 4

q4 = x3 � x2 + x+ 1 r4 = �x+ 2

a je snadné ověřit, že f = gqi + ri pro každé i 2 {0, 1, 2, 3, 4}.
Jelikož deg r4 = 1 < 2 = deg g,

částečný pod́ıl q = q4 = x3 � x2 + x+ 1 a zbytek r = r4 = �x+ 2.

Tedy

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 = gq+ r = (x2 + x+ 2) · (x3 � x2 + x+ 1) + (�x+ 2). ⇤

Definice 4.1.10. Nenulový polynom, jehož vedoućı koeficient je 1, je normovaný.

Je-li f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 nenulový polynom s lc f = an 6= 0, pak

f̄ =
1

lc f
f = xn +

an�1
an

xn�1 + · · ·+ a1
an

x+
a0
an

je normovaný polynom. Polynomy f, f̄ jsou z hlediska dělitelnosti rovnocenné (f | f̄ a
f̄ | f).

Lemma 4.1.7. Bud’te f, g normované polynomy takové, že f | g a g | f . Potom f = g.

D̊ukaz. Předpokládejme, že f | g a zároveň g | f . Potom existuj́ı polynomy p, q 2 P [x]
tak, že g = fp a f = gq. Máme f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, q jsou tedy nenulové
konstantńı polynomy a 1 = lc g = lc(fp) = lc f · lc p = 1 · p = p. Takže g = fp = f . ⇤

Relace dělitelnosti mezi normovanými polynomy je tedy nav́ıc antisymetrická, čili je
to uspořádáńı a máme uspořádanou množinu všech normovaných polynomů.
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4.2. Největš́ı společný dělitel

Definice 4.2.1. Bud’te f, g 2 P [x]. Polynom d 2 P [x] je nejvěťśı společný dělitel
polynomů f, g, jestliže

(1) d | f a d | g;
(2) když h 2 P [x], h | f a h | g, pak h | d;
(3) d je normovaný.

Zapisujeme d = D(f, g).

Definice 4.2.2. Polynomy, jejichž největš́ı společný dělitel je 1, jsou nesoudělné.

Př́ıklad. (1) D(2x, x2) = x.

(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudělné. Oba polynomy jsou stupně 1, proto jejich
dělitele jsou stupně bud’ 1 nebo 0. Lineárńı dělitele polynomu x jsou cx, kde c 2 P , ale
žádný z nich neńı dělitelem x + 1. Společné dělitele polynomů x a x + 1 jsou tedy jen
nenulové konstantńı polynomy a jelikož největš́ı společný dělitel je nav́ıc normovaný,
D(x, x+ 1) = 1.

(3) Největš́ı společný dělitel polynomů f = g = 0 neexistuje.

(4) Pro f 6= 0 D(f, 0) = f̄ . ⇤

Tvrzeńı 4.2.1 (Eukleid̊uv algoritmus). Bud’te f, g 2 P [x] nenulové polynomy. Bud’
r0, r1, r2, r3, . . . posloupnost polynom̊u taková, že r0 = f , r1 = g a jsou-li známy ri, ri+1,
pak ri+2 źıskáme neúplným děleńım polynomu ri polynomem ri+1:

ri = ri+1qi + ri+2, bud’ ri+2 = 0 nebo deg ri+2 < deg ri+1.

Potom existuje index N takový, že rN�1 6= 0 a rN = 0.

D̊ukaz. Jelikož deg g = deg r1 > deg r2 > deg r3 > . . . je klesaj́ıćı posloupnost nezápor-
ných celých č́ısel, existuje N 2 N takové, že rN�1 6= 0 a rN = 0. ⇤

Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Tedy r0 = f , r1 = g a už v́ıme, že f = g · (x3 � x2 + x+ 1) + (�x+ 2), takže

r2 = �x+ 2 a q0 = x3 � x2 + x+ 1.

Děleńım polynomu r1 polynomem r2

(x2 + x+ 2)
�(x2 � 2x)

3x+ 2
�(�3x� 6)

8

: (�x+ 2) = �x� 3 + 8
�x+2

dostaneme

r3 = 8 a q1 = �x� 3.
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Děleńım polynomu r2 polynomem r3

(�x+ 2)
�(�x)

2
�2

0

: (8) = �x
8 + 2

8

dostaneme

r4 = 0 a q2 = �x

8
+

2

8
.

V tomto př́ıpadě tedy N = 4. ⇤

Tvrzeńı 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichž aspoň jeden je nenulový, existuje
právě jeden jejich nejvěťśı společný dělitel.

D̊ukaz. Bud’te f, g 2 P [x]. Je-li f 6= 0 a g = 0, D(f, 0) = f̄ . Předpokládejme, že f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleid̊uv algoritmus. Bud’ N 2 N takové, že rN�1 6= 0 a rN = 0.

Označme d = r̄N�1 (normovaný polynom). Zřejmě d | rN�1 a d | rN . Je-li d dělitel
polynomů ri+1 a ri+2, pak je dělitel i polynomu ri = ri+1qi + ri+2. Postupně tedy
dostaneme, že d | ri pro všechna i 2 {0, . . . , N}, včetně d | r1 = g a d | r0 = f .

Bud’ h 2 P [x] takové, že h | f = r0 a h | g = r1. Je-li h dělitel polynomů ri a ri+1,
pak je dělitel i polynomu ri+2 = ri � ri+1qi. Takto postupně dostaneme, že h | ri pro
všechna i 2 {0, . . . , N}, včetně h | rN�1 = d. Tedy, d = D(f, g).

Bud’te d1, d2 největš́ı společné dělitele polynomů. Podle definice největš́ıho společného
dělitele d1 | d2 a d2 | d1 a jelikož d1, d2 jsou normované, d1 = d2. ⇤

Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],
f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Už v́ıme, že N = 4 a r3 = 8, čili D(f, g) = r̄3 = 1. ⇤

Tvrzeńı 4.2.3 (Bézoutova věta). Bud’te f, g 2 P [x] polynomy, z nichž aspoň jeden je
nenulový. Pak existuj́ı polynomy u, v 2 P [x] takové, že D(f, g) = fu+ gv.

D̊ukaz. Označme I = {fu + gv | u, v 2 P [x]}. V množině I existuje normovaný prvek
minimálńıho stupně, označme jej d. Tedy, d = fu+ gv pro nějaká u, v 2 P [x].

Po děleńı se zbytkem dostaneme f = dq + r, kde bud’ r = 0 nebo deg r < deg d.
Zároveň r = f � dq = f � (fu+ gv)q = f(1� uq) + g(�vq) 2 I. Kdyby r 6= 0, byl by to
nenulový prvek I stupně nižš́ıho než deg d. Takže r = 0 a tedy d | f . Analogicky d | g.

Bud’ h 2 P [x] společný dělitel f a g. Pak h je dělitel i polynomu fu+ gv = d. Tedy,
d = D(f, g). ⇤

Pomoćı Rozš́ı̌reného Eukleidova algoritmu lze źıskat nejen D(f, g), ale i polynomy
u, v z předchoźıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.2.4 (Rozš́ı̌rený Eukleid̊uv algoritmus). Bud’te f, g 2 P [x] nenulové poly-
nomy. Bud’te r0, r1, r2, . . . , rN�1 a q0, q1, q2, . . . , qN�3 posloupnosti polynom̊u z Euklei-
dova algoritmu. Bud’te

u0 = 1, u1 = 0, u2, . . . , uN�1,

v0 = 0, v1 = 1, v2, . . . , vN�1,
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posloupnosti polynom̊u takové, že ui = ui+1qi + ui+2 a vi = vi+1qi + vi+2 pro všechna
i 2 {0, . . . , N � 3}. Potom rN�1 = fuN�1 + gvN�1 a označ́ıme-li

u =
1

lc rN�1
uN�1 a v =

1

lc rN�1
vN�1,

pak D(f, g) = fu+ gv.

D̊ukaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle předpoklad̊u

r0 = f, r1 = g, u0 = 1, u1 = 0, v0 = 0, v1 = 1

a pro i 2 {0, . . . , N � 3}

ri = ri+1qi + ri+2, tedy ri+2 = ri � ri+1qi, (5)

ui = ui+1qi + ui+2, tedy ui+2 = ui � ui+1qi, (6)

vi = vi+1qi + vi+2, tedy vi+2 = vi � vi+1qi. (7)

Matematickou indukćı ukážeme, že ri = fui + gvi pro všechna i 2 {0, . . . , N � 1}. Plat́ı

r0 = f = f · 1 + g · 0 = f · u0 + g · v0,
r1 = g = f · 0 + g · 1 = f · u1 + g · v1.

Předpokládejme, že pro nějaké k plat́ı

rk = fuk + gvk, (8)

rk+1 = fuk+1 + gvk+1. (9)

Potom

rk+2 = (podle (5))

= rk � rk+1qk = (podle (8), (9))

= fuk + gvk � (fuk+1 + gvk+1)qk =

= f(uk � uk+1qk) + g(vk � vk+1qk) = (podle (6), (7))

= fuk+2 + gvk+2.

Takže, vztah ri = fui + gvi plat́ı pro i = 0, i = 1 a když plat́ı pro i = k a i = k + 1,
pak plat́ı pro i = k + 2. Z toho vyplývá, že plat́ı pro každé i 2 {0, . . . , N � 1}. Zbytek
tvrzeńı je zřejmý. ⇤

Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Už v́ıme, že D(f, g) = 1, N = 4,

r0 = x5 + 2x3 + 2x+ 4 q0 = x3 � x2 + x+ 1

r1 = x2 + x+ 2 q1 = �x� 3

r2 = �x+ 2

r3 = 8

u0 = 1 v0 = 0

u1 = 0 v1 = 1.
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Dále

u0 = u1q0 + u2

1 = 0 · q0 + u2 implikuje u2 = 1,

v0 = v1q0 + v2

0 = 1 · q0 + v2 implikuje v2 = �q0 = �x3 + x2 � x� 1,

u1 = u2q1 + u3

0 = 1 · q1 + u3 implikuje u3 = �q1 = x+ 3,

v1 = v2q1 + v3

1 = �q0 · q1 + v3 implikuje v3 = 1 + q0q1 = �x4 � 2x3 + 2x2 � 4x� 2.

Lze snadno ověřit, že r3 = fu3 + gv3, a když

u =
x

8
+

3

8

v = �x4

8
� x3

4
+

x2

4
� x

2
� 1

4

pak D(f, g) = 1 = fu+ gv. ⇤

4.3. Ireducibilńı polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilńı nad polem P, jestliže je součinem dvou nekon-
stantńıch polynomů nad polem P. Polynom je ireducibilńı nad polem P, jestliže neńı
konstantńı a neńı reducibilńı nad polem P.

Pro polynom z P [x] označeńım reducibilńı, resp. ireducibilńı se mysĺı reducibilńı nad
P, resp. ireducibilńı nad P.

Je-li polynom f reducibilńı a f = g · h, kde g, h jsou nekonstantńı polynomy, ř́ıká
se také, že g · h je rozklad polynomu f na součin polynomů g, h nebo také, že g · h je
rozklad polynomu f na činitele g, h.

Př́ıklad. (1) Každý polynom stupně 1 je ireducibilńı, nebot’ neńı konstantńı a součin
dvou nekonstantńıch polynomů je polynom stupně aspoň 2.

(2) Polynom x2 � 1 = (x� 1)(x+1) je reducibilńı nad R. Polynomy x� 1 a x+1 jsou
ireducibilńı nad R. ⇤

Cvičeńı. Normovaný reducibilńı polynom je součinem normovaných nekonstantńıch
polynomů. ⇤

Tvrzeńı 4.3.1. Necht’ jsou f, g 2 P [x] normované polynomy, g je ireducibilńı a f | g.
Potom bud’ f = 1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilńı, pak f = g.

D̊ukaz. Když f | g, existuje h 2 P [x] takové, že fh = g. Jelikož g je ireducibilńı,
právě jeden z polynomů f, h je konstantńı. Je-li normovaný polynom f konstantńı, pak
f = 1. Je-li h konstantńı a fh je normovaný polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilńı, pak neńı konstantńı, a zbývá tedy jen f = g. ⇤

Lemma 4.3.2. Bud’te g, h1, . . . , hn 2 P [x] normované ireducibilńı polynomy a necht’
g | h1 · · ·hn. Pak existuje index j takový, že g = hj.
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D̊ukaz. Označme d = D(g, h1). Jelikož d | g a g je ireducibilńı, podle Tvrzeńı 4.3.1 bud’
d = g anebo d = 1. Jestliže d = g, pak g | h1 a g = h1. Jestliže d = 1, pak Tvrzeńı 4.2.3

1 = gu+ h1v

pro vhodné u, v 2 P [x]. Vynásob́ıme-li obě strany polynomem h2 · · ·hn, dostaneme

h2 · · ·hn = gh2 · · ·hnu+ h1h2 · · ·hnv.
Podle předpokladu g | h1 · · ·hn, takže pravá strana je dělitelná g, proto i levá strana
je dělitelná g, čili g | h2 · · ·hn. Stejným postupem ukážeme, že bud’ g = h2 anebo
g | h3 · · ·hn. Opakováńım tohoto postupu najdeme j, 1  j  n, takové, že g = hj . ⇤

Tvrzeńı 4.3.3. Každý nekonstantńı polynom je součinem konstanty a normovaných
ireducibilńıch polynom̊u, přičemž všechny činitele jsou určeny jednoznačně až na pořad́ı.

D̊ukaz. Bud’ f 2 P [x] nekonstantńı polynom a označme f̄ = 1
lc f · f . Je-li f̄ ireduci-

bilńı, pak f = lc f · f̄ . Je-li f̄ reducibilńı, pak je součinem normovaných nekonstantńıch
polynomů nižš́ıho stupně. Každý z těchto polynomů je také bud’ ireducibilńı nebo re-
ducibilńı, ve druhém př́ıpadě je opět součinem normovaných nekonstantńıch polynomů
nižš́ıho stupně. Opakováńım tohoto postupu po konečně mnoha kroćıch dojdeme ke
konečnému počtu normovaných ireducibilńıch polynomů. Jejich počet je shora omezen
stupněm polynomu f a jejich součin je roven f̄ .

Ještě je potřeba dokázat jednoznačnost. Předpokládejme, že f̄ = g1 · · · gn = h1 · · ·hm
a všechny činitele jsou normované ireducibilńı polynomy. Jelikož g1 | h1 · · ·hm, podle
předchoźıho lemmatu existuje index '(1) takový, že g1 = h'(1). Takže rovnost g1 · · · gn =
h1 · · ·hm můžeme zkrátit g1 a na obou stranách rovnosti tedy bude o jednoho činitele
méně. Obdobně dostaneme, že existuje index '(2) takový, že g2 = h'(2), a postupně až
že existuje index '(n) takový, že gn = h'(n).

Nav́ıc, n  m, protože jinak by gm+1 · · · gn = 1, což neńı možné, když všechny gi jsou
nekonstantńı polynomy. A obdobně dostaneme, že m  n. Takže n = m. ⇤

Př́ıklad. Polynom x2 + 1 je reducibilńı nad polem C, protože x2 + 1 = (x+ i)(x� i).
Tentýž polynom je ireducibilńı nad polem R, protože jakýkoliv jeho hypotetický rozklad
x2 + 1 = (x + ⇠)(x + ⌘), ⇠, ⌘ 2 R je současně rozkladem nad C r̊uzným od x2 + 1 =
(x+ i)(x� i), ve sporu s jednoznačnost́ı rozkladu. ⇤

Důsledek. Bud’ f 2 P [x] a bud’te g1, . . . , gm 2 P [x] normované ireducibilńı a po dvou
r̊uzné, tj. gi 6= gj pro i 6= j. Jestlǐze gk11 | f , . . . , gkmm | f , pak gk11 · · · gkmm | f .

4.4. Kořeny a jejich násobnost

Pro f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 2 P [x] a ⇠ 2 P, označme

f(⇠) = an⇠
n + an�1⇠

n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0 2 P.

Tvrzeńı 4.4.1. Pro libovolné polynomy f, g 2 P [x] a libovolný prvek ⇠ 2 P plat́ı

(f + g)(⇠) = f(⇠) + g(⇠), (�f)(⇠) = �f(⇠), (fg)(⇠) = f(⇠)g(⇠).

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Definice 4.4.1. Prvek ⇠ 2 P je kořen polynomu f 2 P [x], jestliže f(⇠) = 0.
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Tvrzeńı 4.4.2. Necht’ f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Potom ⇠ je kořen polynomu f právě tehdy,
když x� ⇠ děĺı f .

D̊ukaz. Předpokládejme, že ⇠ je kořen polynomu f . Děleńım f : (x� ⇠) dostaneme

f = (x� ⇠)q + r, kde bud’ r = 0 nebo deg r < deg(x� ⇠) = 1, čili deg r = 0.

Takže v obou př́ıpadech r je konstantńı polynom a 0 = f(⇠) = (⇠ � ⇠)q(⇠) + r = r. Čili
r = 0, f = (x� ⇠)q a x� ⇠ děĺı f .

Předpokládejme, že x � ⇠ děĺı f , tedy f = (x � ⇠)q pro nějaké q. Potom f(⇠) =
(⇠ � ⇠)q(⇠) = 0, čili ⇠ je kořen polynomu f . ⇤

Definice 4.4.2. Necht’ f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Pokud ⇠ je kořen f , potom polynom x � ⇠
je kořenový činitel polynomu f .

Definice 4.4.3. Prvek ⇠ 2 P je k-násobný kořen polynomu f 2 P [x], jestliže (x� ⇠)k

děĺı f , ale (x� ⇠)k+1 neděĺı f .

Tvrzeńı 4.4.3. Bud’te ⇠1, . . . , ⇠n 2 P r̊uzné kořeny polynomu f 2 P [x] s násobnostmi
po řadě k1, . . . , kn. Potom

(1) (x� ⇠1)k1 · · · (x� ⇠n)kn | f ;
(2) k1 + · · ·+ kn  deg f .

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Tvrzeńı 4.4.4 (Základńı věta algebry). Každý nekonstantńı polynom nad polem C má
aspoň jeden kořen.

Všechny známé d̊ukazy využ́ıvaj́ı výsledky matematické analýzy, proto zde d̊ukaz
neuvád́ıme.

Důsledek. Každý nekonstantńı polynom nad polem C má rozklad na lineárńı činitele.
Kořen̊u se započteńım násobnosti má právě tolik, kolik čińı jeho stupeň, a navzájem
r̊uzných kořen̊u má nejvýše tolik.

Předchoźı d̊usledek znamená, že pro každý nekonstantńı polynom f = anxn+an�1xn�1+
· · ·+a1x+a0 stupně n s komplexńımi koeficienty existuj́ı č́ısla ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n (nemuśı být
po dvou r̊uzná), pro která plat́ı

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0 = an(x� ⇠1)(x� ⇠2) . . . (x� ⇠n).

Každé z č́ısel ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n je kořenem polynomu f .
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Tvrzeńı 4.4.5 (Vlastnosti kořen̊u (Viètovy vzorce)). Bud’te f = xn+an�1xn�1+ · · ·+
a1x+ a0 2 C[x] a ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n jeho kořeny (nemuśı být všechny r̊uzné). Potom

an�1 = �(⇠1 + ⇠2 + · · ·+ ⇠n) = �
nX

i=1

⇠i

an�2 = ⇠1⇠2 + ⇠1⇠3 + · · ·+ ⇠1⇠n + ⇠2⇠3 + · · ·+ ⇠2⇠n + · · ·+ ⇠n�1⇠n =

=
nX

i,j=1
i<j

⇠i⇠j

an�3 = �(⇠1⇠2⇠3 + ⇠1⇠2⇠4 + · · ·+ ⇠1⇠n�1⇠n + · · ·+ ⇠n�2⇠n�1⇠n) =

= �
nX

i,j,k=1
i<j<k

⇠i⇠j⇠k

...

a1 = (�1)n�1(⇠1 · · · ⇠n�2⇠n�1 + ⇠1 · · · ⇠n�2⇠n + · · ·
· · ·+ ⇠1⇠3 · · · ⇠n + ⇠2 · · · ⇠n)

a0 = (�1)n⇠1⇠2 · · · ⇠n.

D̊ukaz. Polynom f můžeme rozložit na součin jeho kořenových činitel̊u

xn + an�1x
n�1 + · · ·+ a1x+ a0 = (x� ⇠1) · · · (x� ⇠n).

Po roznásobeńı pravé strany porovnáńım koeficient̊u s př́ıslušnými koeficienty na levé
straně źıskáme uvedené vztahy. ⇤

Př́ıklad. Kořeny polynomu x2 � 5x+ 6 jsou 2 a 3 a

a1 = �(2 + 3) = �5,

a0 = (�1)2 · 2 · 3 = 6. ⇤

4.5. Polynomy s reálnými koeficienty

Komplexńı č́ısla

Komplexńı č́ıslo v algebraickém tvaru je č́ıslo a + bi, kde a, b jsou reálná č́ısla a i je
imaginárńı jednotka, čili i2 = �1.

Komplexńı č́ısla z1 = a+ bi, z2 = c+ di se rovnaj́ı právě tehdy, když a = c a b = d.
Pro z1 = a+ bi, z2 = c+ di

z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

z1 � z2 = (a+ bi)� (c+ di) = (a� c) + (b� d)i,

z1 · z2 = (a+ bi) · (c+ di) = (ac+ bdi2) + adi+ bci = (ac� bd) + (ad+ bc)i,

pro z2 6= 0

z1
z2

=
a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c� di)

(c+ di)(c� di)
=

(ac+ bd) + (bc� ad)i

c2 + d2
.

Čı́slo komplexně sdružené k č́ıslu z = a+ bi je č́ıslo a� bi a označujeme jej z⇤.

Cvičeńı. Pro komplexńı č́ıslo z = a+ bi
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(1) (z⇤)⇤ = z,
(2) z = z⇤ právě tehdy, když z je reálné č́ıslo,
(3) z + z⇤ = 2a, tedy reálné č́ıslo,
(4) zz⇤ = a2 + b2, tedy reálné č́ıslo. ⇤

Cvičeńı. Pro komplexńı č́ısla z1, z2

(z1 + z2)
⇤ = z⇤1 + z⇤2 , (z1z2)

⇤ = z⇤1z
⇤
2 ,

✓
z1
z2

◆⇤
=

z⇤1
z⇤2

. ⇤

Cvičeńı. Pro komplexńı č́ıslo z = a+ bi

(x� z)(x� z⇤) = x2 � 2ax+ a2 + b2

je polynom s reálnými koeficienty a pokud z /2 R, čili b 6= 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je záporný. ⇤

Absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla z = a+ bi je

|z| =
p
a2 + b2 =

p
zz⇤

Polynomy s reálnými koeficienty

Tvrzeńı 4.5.1. Je-li ⇠ 2 C kořenem polynomu s reálnými koeficienty, potom ⇠⇤ 2 C je
také kořenem tohoto polynomu, a to stejné násobnosti.

D̊ukaz. Necht’ f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 je polynom s reálnými koeficienty
a ⇠ 2 C je jeho kořen, čili f(⇠) = 0. Potom

f(⇠⇤) = an(⇠
⇤)n + an�1(⇠

⇤)n�1 + · · ·+ a1⇠
⇤ + a0 = (a = a⇤ pro a 2 R)

= a⇤n(⇠
⇤)n + a⇤n�1(⇠

⇤)n�1 + · · ·+ a⇤1⇠
⇤ + a⇤0 = (a⇤b⇤ = (ab)⇤)

= (an⇠
n)⇤ + (an�1⇠

n�1)⇤ + · · ·+ (a1⇠)
⇤ + a⇤0 = (a⇤ + b⇤ = (a+ b)⇤)

= (an⇠
n + an�1⇠

n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0)
⇤ =

= f(⇠)⇤ = 0⇤ = 0.

Na druhou stranu, pokud ⇠⇤ je kořen polynomu f , potom z právě dokázaného vyplývá,
že ⇠ = (⇠⇤)⇤ je také kořen.

Takže, je-li ⇠ = a+ bi kořen f , potom ⇠⇤ = a� bi je také kořen f a

f = (x� ⇠)(x� ⇠⇤)h.

Dı́ky tomu, že ⇠ + ⇠⇤ = 2a a ⇠⇠⇤ = a2 + b2 jsou reálná č́ısla,

(x� ⇠)(x� ⇠⇤) = x2 � (⇠ + ⇠⇤)x+ ⇠⇠⇤

je polynom s reálnými koeficienty, a proto h je také polynom s reálnými koeficienty.
Proto, je-li ⇠ k-násobný kořen f ,

f = (x� ⇠)k(x� ⇠⇤)kg,

kde g je polynom s reálnými koeficienty, jehož kořenem nejsou ani ⇠ ani ⇠⇤, takže ⇠⇤ je
také k-násobný kořen f . ⇤

Rozklad normovaného polynomu f s reálnými koeficienty na ireducibilńı činitele nad
C tedy obsahuje lineárńı činitele x�↵i s reálnými kořeny ↵i a dvojice lineárńıch činitel̊u
x� ⇠j , x� ⇠⇤j s dvojicemi komplexně sdružených kořen̊u ⇠j , ⇠⇤j :

f = (x� ↵1)
l1 · · · (x� ↵r)

lr(x� ⇠1)
k1(x� ⇠⇤1)

k1 · · · (x� ⇠s)
ks(x� ⇠⇤s )

ks.

Takže deg f = l1 + · · ·+ lr + 2(k1 + · · ·+ ks).
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Pokud roznásob́ıme všechny dvojice (x� ⇠j), (x� ⇠⇤j ), dostaneme rozklad polynomu
f na ireducibilńı činitele nad R, který obsahuje lineárńı činitele x � ↵i a kvadratické
činitele x2 � (⇠j + ⇠⇤j )x+ ⇠j⇠⇤j se zápornými diskriminanty:

f = (x�↵1)
l1 · · · (x�↵r)

lr(x2� (⇠1+ ⇠⇤1)x+ ⇠1⇠
⇤
1)

k1 · · · (x2� (⇠s+ ⇠⇤s )x+ ⇠s⇠
⇤
s )

ks.

Cvičeńı. (1) Každý polynom s reálnými koeficienty lichého stupně má aspoň jeden
reálný kořen.

(2) Každý polynom s reálnými koeficienty stupně větš́ıho než 2 je reducibilńı nad R. ⇤

Cvičeńı. Rozložte polynom x4 + 1 na ireducibilńı činitele nad C a nad R. ⇤

Pro polynomy, jejichž koeficienty jsou celá č́ısla, nav́ıc plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.5.2. Bud’te f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 polynom s celoč́ıselnými
koeficienty a p, q nesoudělná celá č́ısla. Jestlǐze p

q je kořenem polynomu f , potom a0 je
dělitelné p a an je dělitelné q.

D̊ukaz. Předpokládejme, že p
q je kořenem polynomu f , tedy

f(pq ) = an(
p
q )

n + an�1(
p
q )

n�1 + · · ·+ a1
p
q + a0 = 0.

Vhodnými úpravami lze źıskat uvedené vlastnosti. Cvičeńı. ⇤

Důsledek. Celoč́ıselné kořeny polynomu s celoč́ıselnými koeficienty jsou dělitele abso-
lutńıho členu.

4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud’

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0 2 C[x].
Polynom

f 0 = nanx
n�1 + (n� 1)an�1x

n�2 + · · ·+ a1 2 C[x]
je derivace polynomu f .

Tvrzeńı 4.6.1. (1) (f + g)0 = f 0 + g0,

(2) (fg)0 = f 0g + fg0,

(3) (fk)0 = kfk�1f 0.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Tvrzeńı 4.6.2. Necht’ k � 2, f 2 C[x] je polynom a ⇠ 2 C je jeho k-násobný kořen.
Potom

(1) ⇠ je (k � 1)-násobný kořen f 0,
(2) ⇠ je (k � 1)-násobný kořen nejvěťśıho společného dělitele D(f, f 0).
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D̊ukaz. (1) Předpokládejme, že ⇠ je k-násobný kořen polynomu f , čili (x � ⇠)k děĺı f
a (x� ⇠)k+1 neděĺı f . Pro nějaký polynom q tedy f = (x� ⇠)kq. Potom

f 0 = k(x� ⇠)k�1q + (x� ⇠)kq0 = (x� ⇠)k�1(kq + (x� ⇠)q0).

Takže, (x� ⇠)k�1 děĺı f 0. Kdyby (x� ⇠)k dělilo f 0, potom x� ⇠ by dělilo kq+ (x� ⇠)q0

a vzhledem k tomu, že x � ⇠ děĺı (x � ⇠)q0, muselo by x � ⇠ dělit také kq, tedy i q.
V takovém př́ıpadě (x� ⇠)k+1 by dělilo f , což je spor s předpokladem.

(2) (x � ⇠)k�1 je dělitel f i f 0, takže (x � ⇠)k�1 | D(f, f 0). Kdyby (x � ⇠)k dělilo
D(f, f 0), pak by (x� ⇠)k | f 0 ve sporu s předchoźım bodem. ⇤

Tvrzeńı 4.6.3. Bud’te f 2 C[x] a ⇠ 2 C jeho kořen. Potom ⇠ je 1-násobný kořen
polynomu

f

D(f, f 0)
2 C[x].

D̊ukaz. Necht’ ⇠ je k-násobný kořen polynomu f , tedy f = (x � ⇠)kq, ale (x � ⇠)k+1

neděĺı f , čili x� ⇠ neděĺı q. Podle předchoźıho tvrzeńı D(f, f 0) = (x� ⇠)k�1r. Takže

f

D(f, f 0)
= (x� ⇠)

q

r
a jelikož x� ⇠ neděĺı q, neděĺı ani

q

r
. ⇤

Důsledek. Bud’ f 2 C[x].
(1) Množina všech kořen̊u polynomu f/D(f, f 0) je rovna množině všech kořen̊u po-

lynomu f .
(2) Všechny kořeny polynomu f/D(f, f 0) jsou 1-násobné.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

4.7. Hornerovo schéma

Bud’ f 2 P [x] a ⇠ 2 P. Podle Tvrzeńı 4.1.6 existuje právě jedna dvojice polynomů
q, r 2 P [x] taková, že

(i) f = (x� ⇠)q + r;
(ii) bud’ r = 0 nebo deg r < deg(x� ⇠) = 1.

Takže r je konstantńı polynom a f(⇠) = r.
Je-li f konstantńı polynom, potom q = 0 a r = f . Je-li deg f � 1, potom deg q =

deg f � 1. Necht’ deg f = n � 1 a

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0

q = bn�1x
n�1 + bn�2x

n�2 + · · ·+ b2x
2 + b1x+ b0.

Potom,

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0 =

= (x� ⇠)(bn�1x
n�1 + bn�2x

n�2 + · · ·+ b2x
2 + b1x+ b0) + r =

= bn�1x
n + (bn�2 � ⇠bn�1)x

n�1 + · · ·+ (b1 � ⇠b2)x
2 + (b0 � ⇠b1)x+ (r � ⇠b0).

Když se polynomy vzájemně rovnaj́ı, rovnaj́ı se jejich koeficienty u stejných mocnin ne-
určité x. Dı́ky tomu dostaneme soustavu lineárńıch rovnic s neznámými bn�1, . . . , b1, b0, r,
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jej́ıž řešeńı lze snadno vyjádřit pomoćı an, . . . , a1, a0 a ⇠.

an = bn�1 ) bn�1 = an

an�1 = bn�2 � ⇠bn�1 ) bn�2 = an�1 + ⇠bn�1

an�2 = bn�3 � ⇠bn�2 ) bn�3 = an�2 + ⇠bn�2
...

...
...

a2 = b1 � ⇠b2 ) b1 = a2 + ⇠b2

a1 = b0 � ⇠b1 ) b0 = a1 + ⇠b1

a0 = r � ⇠b0 ) r = a0 + ⇠b0

Tedy,

bn�1 = an

bn�2 = an�1 + ⇠an

bn�3 = an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)

...

b1 = a2 + ⇠(a3 + ⇠(a4 + · · ·+ ⇠(an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)) · · · ))
b0 = a1 + ⇠(a2 + ⇠(a3 + · · ·+ ⇠(an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)) · · · ))
r = a0 + ⇠(a1 + ⇠(a2 + · · ·+ ⇠(an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)) · · · )).

Pro výpočet je praktické uspořádat si koeficienty, jak známé an, . . . , a1, a0, ⇠, tak hle-
dané bn�1, . . . , b1, b0, r, do tabulky (schématu) tak, že v prvńım řádku jsou koeficienty
polynomu f , do druhého řádku postupně ṕı̌seme ⇠-násobky vypoč́ıtaných koeficient̊u po-
lynomu q a do třet́ıho řádku naṕı̌seme ⇠ a potom postupně součty hodnot v př́ıslušných
sloupćıch v prvńıch dvou řádćıch, tedy koeficienty polynomu q a také hodnotu r = f(⇠).

an an�1 an�2 . . . a2 a1 a0
⇠bn�1 ⇠bn�2 . . . ⇠b2 ⇠b1 ⇠b0

⇠ an an�1 + ⇠bn�1 an�2 + ⇠bn�2 . . . a2 + ⇠b2 a0 + ⇠b0 a0 + ⇠b0
= bn�1 = bn�2 = bn�3 . . . = b1 = b0 = r

Takto lze tedy spoč́ıtat částečný pod́ıl q a zbytek r při děleńı polynomu f polynomem
x� ⇠, čili také f(⇠) = r, a ověřit tak, např́ıklad, zda ⇠ je kořenem polynomu f .

Nav́ıc, Hornerovo schéma lze použ́ıt pro nalezeńı hodnot derivaćı polynomu f v bodě
⇠ a k převodu č́ısla z nedeśıtkové do deśıtkové soustavy.
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5. Grupy

5.1. Binárńı operace

Definice 5.1.1. Binárńı operace na množině X je libovolné zobrazeńı X ⇥X ! X.

Jedná se tedy o zobrazeńı, které každé uspořádané dvojici prvk̊u z X přǐrazuje nějaký
prvek z X. Binárńı operace se často označuj́ı symboly ⇤,+, ·, � a hodnota takového
zobrazeńı označeného např́ıklad ⇤ v bodě (x, y) se označuje x ⇤ y (mı́sto ⇤(x, y)).

Př́ıklad. (1) Bud’ N0 = {0, 1, 2, . . .} množina všech celých nezáporných č́ısel. Zobra-
zeńı +: N0 ⇥ N0 ! N0, které uspořádané dvojici (x, y) 2 N0 ⇥ N0 celých nezáporných
č́ısel přǐrad́ı jejich součet x+ y 2 N0, je binárńı operace na N0.

(2) Součet a součin na množinách N0,Z,Q,R,C.
(3) Na množině R2 všech uspořádaných dvojic reálných č́ısel binárńı operace sč́ıtáńı:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

(4) Na konečné množině lze zadat binárńı operaci tabulkou. Např́ıklad, necht’ X =
{0, 1, 2} a binárńı operace + na X je zadána takto

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

tedy např́ıklad 1 + 2 = 0.

(5) Množina Mm⇥n(P ) matic stejného typu s operaćı součet matic.

(6) Množina Mn(P ) čtvercových matic stejného typu s operaćı součin matic.

(7) Množina P [x] všech polynomů s operaćı součet nebo součin polynomů.

(8) Množina XX všech zobrazeńı X ! X s operaćı � skládáńı zobrazeńı.

(9) Bud’ X množina. Označme P (X) množinu všech podmnožin množiny X. Sjedno-
ceńı, pr̊unik a symetrický rozd́ıl množin jsou binárńı operace na množině P (X). ⇤

Definice 5.1.2. Binárńı operace ⇤ na množině X je asociativńı, jestliže pro každé
x, y, z 2 X plat́ı

x ⇤ (y ⇤ z) = (x ⇤ y) ⇤ z.

Můžeme tedy psát bez závorek x ⇤ y ⇤ z.

Definice 5.1.3. Binárńı operace ⇤ na množině X je komutativńı, jestliže pro každé
x, y 2 X plat́ı

x ⇤ y = y ⇤ x.

Př́ıklad. (1) Součet a součin na množinách N0,Z,Q,R,C jsou asociativńı i komuta-
tivńı.

(2) Součet na množině R2 je asociativńı i komutativńı.

(3) Součet matic na množině Mm⇥n(P ) je asociativńı i komutativńı.

(4) Součin matic na množině Mn(P ) je asociativńı, ale neńı komutativńı.

(5) Součet a součin polynomů na množině P [x] jsou asociativńı i komutativńı.

(6) Skládáńı zobrazeńı na množině XX je asociativńı. Komutativńı je právě tehdy,
když X je jednoprvková množina (cvičeńı).
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(7) Sjednoceńı, pr̊unik a symetrický rozd́ıl množin na množině P (X) jsou asociativńı
i komutativńı. ⇤

Definice 5.1.4. Bud’ ⇤ binárńı operace na množině X. Prvek e 2 X je neutrálńı prvek
operace ⇤, jestliže pro každý prvek x 2 X plat́ı

x ⇤ e = x = e ⇤ x.

Tvrzeńı 5.1.1. Každá binárńı operace má nejvýše jeden neutrálńı prvek.

D̊ukaz. Jsou-li e1, e2 neutrálńı prvky operace ⇤, pak e2 = e1 ⇤ e2 = e1. ⇤

Př́ıklad. (1) Neutrálńı prvek operace součet na množinách N0,Z,Q,R,C je 0.

(2) Neutrálńı prvek operace součin na množinách N0,Z,Q,R,C je 1.

(3) Neutrálńı prvek operace součet na množině R2 je (0, 0).

(4) Neutrálńı prvek operace součet matic na množině Mm⇥n(P ) je nulová matice
př́ıslušného typu, tedy 0m⇥n.

(5) Neutrálńı prvek operace součin matic na množině Mn(P ) je jednotková matice
př́ıslušného typu, tedy En.

(6) Neutrálńı prvek operace součet polynomů na množině P [x] je polynom 0.

(7) Neutrálńı prvek operace součin polynomů na množině P [x] je polynom 1.

(8) Neutrálńı prvek operace skládáńı zobrazeńı na množině XX je identita idX .

(9) Neutrálńı prvek operace sjednoceńı množin na množině P (X) je ;.
(10) Neutrálńı prvek operace pr̊unik množin na množině P (X) je X.

(11) Neutrálńı prvek operace symetrický rozd́ıl množin na množině P (X) je ;. ⇤

Definice 5.1.5. Bud’ ⇤ binárńı operace na množině X, e 2 X jej́ı neutrálńı prvek.
Prvek x 2 X je invertibilńı, jestliže existuje prvek y 2 X takový, že

x ⇤ y = y ⇤ x = e.

Potom y je inverzńı prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci ⇤.

Tvrzeńı 5.1.2. Každý prvek množiny s asociativńı binárńı operaćı má vzhledem k této
operaci nejvýše jeden inverzńı prvek.

D̊ukaz. Je-li e neutrálńı prvek operace ⇤ a jsou-li y1, y2 inverzńı prvky k prvku x, pak

y1 = y1 ⇤ e = y1 ⇤ (x ⇤ y2) = (y1 ⇤ x) ⇤ y2 = e ⇤ y2 = y2. ⇤

Inverzńı prvek k prvku x se obvykle znač́ı x�1. Pouze u operace + se znač́ı �x a ř́ıká
se mu opačný.

Cvičeńı. Př́ımo z definice inverzńıho prvku vyplývá, že

e�1 = e a (x�1)�1 = x. ⇤

Př́ıklad. (1) Inverzńı prvek k č́ıslu x vzhledem k operaci součet na množinách N0, Z,
Q, R, C je č́ıslo opačné �x (pokud v př́ıslušné množině existuje).

(2) Inverzńı prvek k č́ıslu x vzhledem k operaci součin na množinách N0, Z, Q, R, C je
převrácená hodnota x�1 (pokud v př́ıslušné množině existuje).

(3) Inverzńı prvek k dvojici (x, y) 2 R2 vzhledem k operaci součet je (�x,�y).
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(4) Inverzńı prvek k matici A vzhledem k operaci součet matic na množině Mm⇥n(P )
je opačná matice �A.

(5) Inverzńı prvek k matici A vzhledem k operaci součin matic na množině Mn(P ) je
inverzńı matice A�1 (je-li A invertibilńı).

(6) Inverzńı prvek k zobrazeńı f : X ! X vzhledem k operaci skládáńı zobrazeńı na
množině XX je inverzńı zobrazeńı f�1, pokud toto inverzńı zobrazeńı existuje.

(7) Inverzńı prvek k množině Y 2 P (X) vzhledem k operaci symetrický rozd́ıl množin
na množině P (X) je Y. ⇤

Př́ıklad. Na množině {0, 1, 2} mějme binárńı operaci ⇤ zadanou tabulkou

⇤ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 0

Neutrálńı prvek operace ⇤ je 0 a

1 ⇤ 2 = 2 ⇤ 1 = 0 a 2 ⇤ 2 = 0.

Čili 1 a 2 jsou inverzńı prvky k 2. Podle Tvrzeńı 5.1.2 to znamená, že operace ⇤ neńı
asociativńı. A skutečně, např́ıklad,

(1 ⇤ 1) ⇤ 2 = 2 ⇤ 2 = 0 zat́ımco 1 ⇤ (1 ⇤ 2) = 1 ⇤ 0 = 1. ⇤

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Množina G s binárńı operaćı ⇤ : G⇥G ! G je grupa, jestliže

(1) operace ⇤ je asociativńı,
(2) v množině G je neutrálńı prvek operace ⇤,
(3) množina G s každým prvkem obsahuje také prvek k němu inverzńı vzhledem

k operaci ⇤.
Je-li nav́ıc operace ⇤ komutativńı, grupa G je také komutativńı.

Grupa G s binárńı operaćı ⇤, neutrálńım prvkem e a označeńım inverzńıho prvku �1

se někdy zapisuje (G, ⇤, e,�1), někdy jen (G, ⇤) a je-li z kontextu zřejmé, o jakou operaci
se jedná, někdy se hovoř́ı jen o grupě G.

Grupa s binárńı operaćı označenou + se nazývá aditivńı (použ́ıvá se pouze u komu-
tativńıch grup). Grupa s binárńı operaćı označenou · se nazývá multiplikativńı.

Označme Q⇤ = Q \ {0} a obdobně v př́ıpadech R⇤,C⇤.

Př́ıklad. (1) Množina Z s operaćı součet je grupa. Stejně tak Q,R,C.
(2) Množina N0 s operaćı součet neńı grupa.

(3) Množina Q⇤ s operaćı součin je grupa. Stejně tak R⇤,C⇤, R+ (kladná reálná č́ısla).

(4) Množina Z \ {0} s operaćı součin neńı grupa. Stejně tak Q,R,C.
(5) Množina R2 s operaćı součet je grupa.

(6) Množina Mm⇥n(P ) s operaćı součet je grupa.

(7) Množina Mn(P ) s operaćı součin neńı grupa.

(8) Množina GLn(P ) invertibilńıch matic typu n⇥n s operaćı součin je grupa (nazývá
se obecná lineárńı grupa).
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(9) Množina XX s operaćı skládáńı zobrazeńı neńı grupa.

(10) Množina všech bijektivńıch zobrazeńı X ! X s operaćı skládáńı je grupa. ⇤

Tvrzeńı 5.2.1. Bud’ (G, ⇤, e,�1) grupa. Pak pro libovolná x, y 2 G plat́ı:

(1) Jestlǐze x ⇤ y = e, pak y = x�1, x = y�1.
(2) (x ⇤ y)�1 = y�1 ⇤ x�1.

D̊ukaz. (1) Jestliže x ⇤ y = e, pak y = e ⇤ y = x�1 ⇤ x ⇤ y = x�1 ⇤ e = x�1. Podobně
druhá rovnost (cvičeńı).

(2) Plyne z rovnosti x ⇤ y ⇤ y�1 ⇤ x�1 = e a (1). ⇤

Poznámka. Bez předpokladu existence inverze ke každému prvku nejde o grupu a impli-
kace v bodě (1) v Tvrzeńı 5.2.1 nemuśı platit, viz následuj́ıćı př́ıklad (1), ale v některých
př́ıpadech i přesto plat́ı, viz následuj́ıćı př́ıklad (2).

Př́ıklad. (1) Označme I = [0, 1] a mějme množinu II všech zobrazeńı I ! I s operaćı
skládáńı a neutrálńım prvkem idI . Necht’ f, g 2 II jsou taková, že

f(x) =

⇢
2x pro x 2 [0, 12 ],
1 pro x 2 [12 , 1],

g(x) =
1

2
x pro x 2 I.

Potom sice f � g = idI , ale

(g � f)(x) =
⇢

x pro x 2 [0, 12 ],
1
2 pro x 2 [12 , 1],

a f�1, g�1 neexistuj́ı.

(2) Množina Mn(P ) s operaćı součin sice neńı grupa, přesto pro libovolné dvě matice
z Mn(P ) bod (1) v Tvrzeńı 5.2.1 plat́ı, viz Tvrzeńı 1.4.3. ⇤

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud’ (X, ⇤, e,�1) grupa, bud’ Y ✓ X podmnožina taková, že

(1) jestliže y1, y2 2 Y, pak y1 ⇤ y2 2 Y;
(2) e 2 Y;
(3) jestliže y 2 Y, pak y�1 2 Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se někdy ř́ıká uzavřenost množiny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavřenost množiny vzhledem k inverzi.

Je-li Y podgrupa grupy (X, ⇤, e,�1) a je-li ⇤Y zúžeńı operace ⇤ na podmnožinu Y ⇥Y ,
pak (Y, ⇤Y , e,�1) je grupa. Zúžeńı operace na podmnožinu se obvykle znač́ı stejně jako
p̊uvodńı operace.

Př́ıklad. (1) Každá grupa (X, ⇤, e,�1) má podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se
nazývaj́ı triviálńı podgrupy.

(2) Aditivńı podgrupy (Z,+, 0,�) ⇢ (Q,+, 0,�) ⇢ (R,+, 0,�) ⇢ (C,+, 0,�).

(3) Multiplikativńı podgrupy (Q⇤, ·, 1,�1) ⇢ (R⇤, ·, 1,�1) ⇢ (C⇤, ·, 1,�1).
(4) Množina {�1, 1} je podgrupa multiplikativńı grupy R⇤.
(5) Množina {z 2 C | |z| = 1} je podgrupa multiplikativńı grupy C⇤.
(6) Množina {(x, 2x) 2 R2 |x 2 R} je podgrupa grupy R2 s operaćı součet.
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(7) Množiny {(x, 1) 2 R2 |x 2 R} a {(x, y) 2 R2 |x, y 2 R, x2+y2  1} nejsou podgrupy
grupy R2 s operaćı součet. ⇤

Tvrzeńı 5.3.1. (1) Bud’te X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Bud’te X grupa a Y, Z jej́ı podgrupy. Pak Y \ Z je podgrupa X.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Cvičeńı. Pokud pr̊unik prázdného systému podmnožin množiny X je množina X, po-
tom pr̊unik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. ⇤

5.4. Podgrupy aditivńı grupy Z

Najdeme všechny podgrupy aditivńı grupy Z = (Z,+, 0,�). Pro celé nezáporné č́ıslo
m 2 N0 označme

mZ = {mk | k 2 Z} = {. . . ,�2m,�m, 0,m, 2m, . . .}.

Tvrzeńı 5.4.1. Množiny mZ, m 2 N0, jsou podgrupy aditivńı grupy Z a jiné podgrupy
v Z nejsou.

D̊ukaz. Bud’ m 2 N0 libovolné. Ukážeme, že mZ je podgrupa. Pro libovolné mk,ml 2
mZ plat́ı mk+ml = m(k+l) 2 mZ, č́ımž je dokázána uzavřenost množiny mZ vzhledem
ke sč́ıtáńı. Množina mZ obsahuje neutrálńı prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk 2 mZ plat́ı �(mk) = m(�k) 2 mZ, č́ımž je dokázána uzavřenost množiny mZ
vzhledem k inverzi (opačným prvk̊um).

Bud’ B ✓ Z libovolná podgrupa grupy Z. Ukážeme, že B je rovna některé podgrupě
mZ. Jelikož B je podgrupa, obsahuje neutrálńı prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). Předpokládejme, že B 6= {0}, tedy existuje nenulové č́ıslo b 2 B. Nav́ıc existuje
kladné č́ıslo b+ 2 B, bud’ b+ = b, nebo b+ = �b (�b 2 B, protože B je podgrupa).
Označme m nejmenš́ı kladné č́ıslo v B (v každé neprázdné množině kladných celých
č́ısel existuje nejmenš́ı č́ıslo).

Dokážeme, že toto č́ıslo m je hledané č́ıslo, pro něž B = mZ. Nejdř́ıve ukážeme,
že mZ ✓ B. Již v́ıme, že 0 2 B a m 2 B. Předpokládejme, že mk 2 B. Potom
i m(k+1) = mk+m 2 B a d́ıky matematické indukci dostáváme, že mk 2 B pro každé
k 2 N. A potom i inverzńı prvky �mk lež́ı v B, a t́ım je ukázáno, že všechny prvky
množiny mZ lež́ı v B.

Zbývá dokázat, že B ✓ mZ. Bud’ b 2 B libovolné a předpokládejme, že b /2 mZ. Pak
existuj́ı q, r 2 Z taková, že

b = mq + r a 0 < r < m.

Tedy, r = b�mq = b+m(�q) je kladný prvek B, menš́ı než m, což je v rozporu s definićı
prvku m. Proto b 2 mZ. ⇤

5.5. Faktorové grupy

Definice 5.5.1. Relace na množině X je podmnožina kartézského součinu X ⇥X.

Je-li ⇢ relace, mı́sto
”
(x, y) je v relaci ⇢“ se obvykle ř́ıká

”
x je v relaci ⇢ s y“ a mı́sto

(x, y) 2 ⇢ se obvykle ṕı̌se x ⇢ y.
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Definice 5.5.2. Relace ⇢ na množině X je relace ekvivalence, jestliže je

(1) reflexivńı, tj. x ⇢ x pro každé x 2 X,
(2) symetrická, tj. x ⇢ y implikuje y ⇢ x,
(3) tranzitivńı, tj. x ⇢ y, y ⇢ z implikuje x ⇢ z.

Definice 5.5.3. Bud’te ⌘ relace ekvivalence na množině X a x, y 2 X. Jestliže x ⌘ y,
potom x je ekvivalentńı y vzhledem k ⌘. Množina

{y 2 X |x ⌘ y}
všech prvk̊u ekvivalentńıch prvku x je tř́ıda ekvivalence př́ıslušná x vzhledem k ⌘,
označujeme ji [x]⌘ nebo jen [x], je-li zřejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedná, tedy

[x]⌘ = {y 2 X |x ⌘ y}.

Definice 5.5.4. Bud’ ⌘ relace ekvivalence na množině X. Množina

{[x]⌘ |x 2 X}
všech př́ıslušných tř́ıd ekvivalence je faktorová množina vzhledem k ⌘, označujeme ji
X̃⌘ nebo jen X̃, je-li zřejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedná, tedy

X̃⌘ = {[x]⌘ |x 2 X}.

Poznamenejme, že X̃ je rozklad množiny X, to znamená, že množiny [x] jsou ne-
prázdné, po dvou disjunktńı a jejich sjednoceńı je X.

Definice 5.5.5. Bud’te X množina s binárńı operaćı ⇤ a ⌘ relace ekvivalence na
množině X. Relace ⌘ je kongruence na X s ⇤, jestliže plat́ı podmı́nka kompatibility, čili
implikace

jestliže x1 ⌘ x2 a y1 ⌘ y2, pak x1 ⇤ y1 ⌘ x2 ⇤ y2,
nebo ekvivalentně

jestliže [x1] = [x2] a [y1] = [y2], pak [x1 ⇤ y1] = [x2 ⇤ y2].

Tvrzeńı 5.5.1. Bud’te ⌘ kongruence na množině s asociativńı binárńı operaćı a x, y
invertibilńı prvky. Pak plat́ı implikace

jestlǐze x ⌘ y, pak x�1 ⌘ y�1

nebo ekvivalentně zapsáno

jestlǐze [x] = [y], pak [x�1] = [y�1].

D̊ukaz. Necht’ x ⌘ y. Jelikož x�1 ⌘ x�1 a y�1 ⌘ y�1, z podmı́nky kompatibility dosta-
neme x ⇤ x�1 ⌘ y ⇤ x�1, tedy e ⌘ y ⇤ x�1, a y�1 ⇤ e ⌘ y�1 ⇤ y ⇤ x�1, tedy y�1 ⌘ x�1. ⇤

Př́ıklad. (1) Mějme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou předpisem: x ⌘ y právě
tehdy, když x, y jsou obě sudá nebo obě lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}. Potom ⌘ je kongruence
na Z s +, protože součet jakýchkoliv sudých č́ısel je sudé č́ıslo, součet jakýchkoliv dvou
lichých č́ısel je sudé č́ıslo a součet jakéhokoliv sudého č́ısla a jakéhokoliv lichého č́ısla je
liché č́ıslo.
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(2) Mějme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou předpisem: x ⌘ y právě tehdy,
když x, y jsou obě záporná nebo obě kladná nebo obě nulová, tedy Z̃ = {[�1], [0], [1]}.
Potom ⌘ je relace ekvivalence, plat́ı implikace

jestliže x ⌘ y, pak � x ⌘ �y,

ale existuj́ı x1, x2, y1, y2 2 Z taková, že x1 ⌘ x2 a y1 ⌘ y2, ale x1 + y1 6⌘ x2 + y2. Čili ⌘
nesplňuje podmı́nku kompatibility a neńı to tedy kongruence na Z s +.

(3) Mějme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou předpisem: x ⌘ y právě tehdy,
když x, y jsou obě záporná nebo obě nezáporná, tedy Z̃ = {[�1], [0]}. Potom ⌘ je relace
ekvivalence, ale existuj́ı x, y 2 Z taková, že x ⌘ y, ale �x 6⌘ �y. Podle Tvrzeńı 5.5.1 ⌘
neńı kongruence na Z s +, a nesplňuje tedy podmı́nku kompatibility. ⇤

Máme-li kongruenci a tř́ıdy [x], [y], pak d́ıky podmı́nce kompatibility tř́ıda [x ⇤ y] je
jednoznačně určena tř́ıdami [x], [y], čili nezáviśı na konkrétńım výběru jejich prvk̊u x, y
(reprezentant̊u). Na množině X̃ tedy můžeme zavést binárńı operaci ⇤̃ předpisem

[x]⇤̃[y] = [x ⇤ y]. (10)

Př́ıklad. Mějme grupu (Z,+, 0,�) a na ńı kongruenci danou předpisem: x ⌘ y právě
tehdy, když x, y jsou obě sudá nebo obě lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}.

Na Z̃ máme binárńı operaci +̃ definovanou předpisem (10), tedy [x]+̃[y] = [x + y].
Takže

[0]+̃[0] = [0 + 0] = [2 + 6] = [8 + (�14)] = [0],

[0]+̃[1] = [0 + 1] = [2 + 7] = [(�6) + 11] = [1],

[1]+̃[0] = [1 + 0] = [7 + 6] = [17 + (�2)] = [1],

[1]+̃[1] = [1 + 1] = [3 + 13] = [(�7) + 5] = [0]. ⇤

Tvrzeńı 5.5.2. Mějme kongruenci na množině X s binárńı operaćı ⇤. Bud’ ⇤̃ binárńı
operace na X̃ definovaná předpisem (10). Potom

(i) je-li ⇤ asociativńı, pak ⇤̃ je asociativńı;
(ii) je-li e neutrálńı prvek ⇤, pak [e] je neutrálńı prvek ⇤̃;
(iii) je-li x�1 inverze k x vzhledem k ⇤, pak [x�1] je inverze k [x] vzhledem k ⇤̃;
(iv) je-li ⇤ komutativńı, pak ⇤̃ je komutativńı.

D̊ukaz. (i) Jestliže ⇤ je asociativńı, potom pro libovolné tř́ıdy [x], [y], [z] 2 X̃ plat́ı

[x]⇤̃([y]⇤̃[z]) = [x]⇤̃[y ⇤ z] =
= [x ⇤ (y ⇤ z)] =
= [(x ⇤ y) ⇤ z] =
= [x ⇤ y]⇤̃[z] =
= ([x]⇤̃[y])⇤̃[z],

takže ⇤̃ je asociativńı.
(ii) Jestliže e je neutrálńı prvek oparace ⇤, potom pro libovolnou tř́ıdu [x] 2 X̃ plat́ı

[x]⇤̃[e] = [x ⇤ e] = [x],

[e]⇤̃[x] = [e ⇤ x] = [x],

takže [e] je neutrálńı prvek operace ⇤̃.
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(iii) Jestliže x�1 je inverzńı prvek k x vzhledem k ⇤, pak
[x]⇤̃[x�1] = [x ⇤ x�1] = [e],

[x�1]⇤̃[x] = [x�1 ⇤ x] = [e],

takže [x�1] je inverzńı prvek k [x] vzhledem k operaci ⇤̃.
(iv) Z (10) je zřejmé, že je-li ⇤ komutativńı, pak i ⇤̃ je komutativńı. ⇤

Důsledek. Pro každou (komutativńı) grupu a každou kongruenci na této grupě př́ıslu-
šná faktorová množina s operaćı definovanou předpisem (10) je (komutativńı) grupa.

D̊ukaz. Tvrzeńı je jednoduchým d̊usledkem předchoźıho tvrzeńı. ⇤

Jelikož každý prvek množiny s asociativńı operaćı má nejvýše jeden inverzńı prvek,
viz Tvrzeńı 5.1.2 nebo Tvrzeńı 5.5.1, tř́ıda [x�1] je v takovém př́ıpadě jednoznačně
určena tř́ıdou [x], čili nezáviśı na konkrétńım výběru jej́ıho prvku x, a proto je korektńı
ji označovat [x]�1.

Definice 5.5.6. Faktorová množina s operaćı definovanou předpisem (10) z předcho-
źıho Důsledku je faktorová grupa.

Př́ıklad. Mějme grupu (Z,+, 0,�) a na ńı kongruenci danou předpisem: x ⌘ y právě
tehdy, když x, y jsou obě sudá nebo obě lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}.

Na Z̃ máme asociativńı binárńı operaci +̃: [x]+̃[y] = [x+ y], neutrálńı prvek operace
+̃ je [0] a opačný prvek �[x] k prvku [x] je [�x], čili �[0] = [0], �[1] = [�1] = [1]. ⇤

5.6. Zbytkové tř́ıdy

Mějme aditivńı grupu (Z,+, 0,�) a bud’ m libovolné přirozené (kladné celé) č́ıslo.
Definujme relaci ⌘m na Z předpisem:

x ⌘m y právě tehdy, když x� y je celoč́ıselný násobek č́ısla m

(čili m | (x� y) a existuje tedy k 2 Z takové, že x� y = km a x = y + km).

Potom ⌘m je relace ekvivalence (cvičeńı), př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence [i]⌘m se znač́ı
[i]m a

...

[�2]m = {�2 + km | k 2 Z} = {. . . ,�2� 2m,�2�m,�2,�2 +m,�2 + 2m, . . .},
[�1]m = {�1 + km | k 2 Z} = {. . . ,�1� 2m,�1�m,�1,�1 +m,�1 + 2m, . . .},
[0]m = {km | k 2 Z} = {. . . ,�2m,�m, 0,m, 2m, . . .},
[1]m = {1 + km | k 2 Z} = {. . . , 1� 2m, 1�m, 1, 1 +m, 1 + 2m, . . .},
[2]m = {2 + km | k 2 Z} = {. . . , 2� 2m, 2�m, 2, 2 +m, 2 + 2m, . . .},

...

[i]m = {i+ km | k 2 Z} = {. . . , i� 2m, i�m, i, i+m, i+ 2m, . . .},
...

Pro i 2 {0, . . . ,m�1} tř́ıda ekvivalence [i]m obsahuje právě ta celá č́ısla, po jejichž celo-
č́ıselném děleńı č́ıslem m č́ıslo i je zbytek. Tř́ıdám [i]m, kde i 2 {0, . . . ,m� 1}, se proto
ř́ıká zbytkové tř́ıdy. Při děleńı č́ıslem m všechny možné zbytky jsou právě 0, 1, . . . ,m�1,
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takže každé celé č́ıslo lež́ı v právě jedné ze zbytkových tř́ıd [0]m, [1]m, . . . , [m � 1]m.
Př́ıslušná faktorová množina Z̃⌘m se znač́ı Zm, tedy

Zm = {[0]m, [1]m, . . . , [m� 1]m}.

Ověř́ıme, zda ⌘m je kongruence na aditivńı grupě Z, čili podmı́nku kompatibility.
Předpokládejme, že [x1]m = [x2]m a [y1]m = [y2]m. To znamená, že x2 2 [x1]m a
y2 2 [y1]m, čili x2 = x1 + km, y2 = y1 + lm pro vhodná k, l 2 Z. Potom x2 + y2 =
x1 + km+ y1 + lm = x1 + y1 + (k + l)m 2 [x1 + y1]m, a tedy [x1 + y1]m = [x2 + y2]m.

Na množině Zm tedy máme binárńı operaci + (znač́ı se obvykle stejně jako p̊uvodńı
operace) podle (10)

[x]m + [y]m = [x+ y]m

a př́ıslušná faktorová grupa (Zm,+, [0]m,�) je komutativńı aditivńı grupa zbytkových
tř́ıd modulo m.

Na množině Z uvažujme operaci ·, která je asociativńı a má neutrálńı prvek 1. Ověř́ıme
podmı́nku kompatibility pro operaci ·.

Předpokládejme, že [x1]m = [x2]m a [y1]m = [y2]m. To znamená, že x2 = x1 + km,
y2 = y1+ lm pro vhodná k, l 2 Z. Potom x2 · y2 = (x1+ km) · (y1+ lm) = x1y1+(ky1+
lx1 + klm)m 2 [x1y1]m, a tedy [x1y1]m = [x2y2]m.

Na Zm tedy máme i binárńı operaci · podle (10)

[x]m · [y]m = [x · y]m.

Podle Tvrzeńı 5.5.2 operace · na množině Zm je komutativńı, asociativńı a má ne-
utrálńı prvek [1]m. Faktorová množina Zm s operaćı · a neutrálńım prvkem [1]m je komu-
tativńı multiplikativńı monoid zbytkových tř́ıd modulo m (monoid je množina s asocia-
tivńı binárńı operaćı a neutrálńım prvkem). Otázka existence inverźı vzhledem k operaci
· neńı tak jednoduchá jako v př́ıpadě operace +.

Tvrzeńı 5.6.1. Prvek [x]m 2 Zm má inverzi vzhledem k operaci · právě tehdy, když x
a m jsou nesoudělná, tedy jejich nejvěťśı společný dělitel D(x,m) je 1.

D̊ukaz. Předpokládejme, že [y]m je inverze k [x]m, tedy [x]m ·[y]m = [xy]m = [1]m. Takže
xy + km = 1 pro vhodné k 2 Z a každý společný dělitel č́ısel x a m je dělitel i č́ısla 1.
Proto D(x,m) = 1.

Předpokládejme, že D(x,m) = 1. Podle Bézoutovy věty existuj́ı č́ısla y, k 2 Z taková,
že D(x,m) = xy + km, tedy 1 = xy + km, takže [1]m = [xy]m = [x]m · [y]m a [y]m je
inverze k [x]m. ⇤

Př́ıklad. Necht’ m = 5. Následuj́ıćı tabulka naznačuje rozložeńı množiny všech celých
č́ısel do pěti tř́ıd:

[0]5 -5 0 5

[1]5 -4 1 6

[2]5 · · · -3 2 7 · · ·
[3]5 -2 3 8

[4]5 -1 4 9
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Aditivńı grupa Z5 resp. multiplikativńı monoid Z5 maj́ı tabulky

+ [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[0]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[1]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5 [0]5
[2]5 [2]5 [3]5 [4]5 [0]5 [1]5
[3]5 [3]5 [4]5 [0]5 [1]5 [2]5
[4]5 [4]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5

resp.

· [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[0]5 [0]5 [0]5 [0]5 [0]5 [0]5
[1]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[2]5 [0]5 [2]5 [4]5 [1]5 [3]5
[3]5 [0]5 [3]5 [1]5 [4]5 [2]5
[4]5 [0]5 [4]5 [3]5 [2]5 [1]5

⇤

Př́ıklad. Necht’ v některém roce připadá Štědrý den na středu. Neńı-li následuj́ıćı rok
přestupný, potom v něm Štědrý den připadá na čtvrtek, protože 365 = 52 · 7 + 1, tedy
[365]7 = [1]7. Je-li následuj́ıćı rok přestupný, potom v něm Štědrý den připadá na pátek,
protože 366 = 52 · 7 + 2, tedy [366]7 = [2]7. ⇤
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6. Okruhy a pole

Definice 6.0.1. Množina P se dvěmi binárńımi operacemi + a · je okruh, jestliže

(1) + a · jsou asociativńı a komutativńı operace,
(2) + má neutrálńı prvek, znač́ıme ho 0,
(3) · má neutrálńı prvek r̊uzný od 0, znač́ıme ho 1,
(4) ke každému prvku x existuje inverzńı prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné x, y, z 2 P plat́ı x · (y + z) = x · y + x · z.

Pokud nav́ıc

(6) ke každému prvku x 6= 0 existuje inverzńı prvek vzhledem k operaci ·,
množina P s operacemi + a · je pole.

Inverzńı prvek k x vzhledem k operaci + se nazývá opačný k x a znač́ı se �x. Inverzńı
prvek k x vzhledem k operaci · se znač́ı x�1.

Podmı́nka (5) v předchoźı definici je distributivńı zákon.

Př́ıklad. (1) Množiny Q,R,C s operacemi součet a součin jsou pole.

(2) Množina Z s operacemi součet a součin je okruh, ale neńı pole.

(3) Množina N0 s operacemi součet a součin neńı okruh.

(4) Množina P [x] s operacemi součet a součin polynomů je okruh, ale neńı pole.

(5) Množina Mn(P ) s operacemi součet a součin matic neńı okruh.

(6) Pro každé m 2 Nmnožina Zm zbytkových tř́ıd s operacemi součet a součin je okruh.
Totiž, Zm splňuje podmı́nky (1)–(4) z definice okruhu podle kapitol 5.5 a 5.6 a to, že
splňuje i distributivńı zákon (5), lze snadno ověřit (cvičeńı).

(7) Okruh Zm zbytkových tř́ıd je pole právě tehdy, když m je prvoč́ıslo (viz Tvr-
zeńı 6.0.1).

(8) Necht’ P = {0, 1} a binárńı operace + a · na P jsou takové, že

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

a
· 0 1
0 0 0
1 0 1

Pro operaci + neutrálńı prvek je 0 a inverzńı (opačné) prvky jsou �0 = 0 a �1 = 1.
Pro operaci · neutrálńı prvek je 1 a inverzńı prvek k 1 je 1 (1�1 = 1), inverzńı prvek k 0
neexistuje. Množina {0, 1} s těmito operacemi je pole.

(9) Necht’ P = {0, 1, 2, 3} a binárńı operace + a · na P jsou takové, že

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

a

· 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Potom neutrálńı prvek operace + je 0, neutrálńı prvek operace · je 1 a

�0 = 0
�1 = 3
�2 = 2
�3 = 1

a

0�1 neexistuje
1�1 = 1
2�1 neexistuje
3�1 = 3

Množina {0, 1, 2, 3} s těmito operacemi je okruh, ale neńı pole. ⇤

Tvrzeńı 6.0.1. Množina Zm zbytkových tř́ıd je pole právě tehdy, když m je prvoč́ıslo.
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D̊ukaz. Podle předchoźıho Př́ıkladu (6) Zm je okruh. Č́ıslo 1 neńı prvoč́ıslo a Z1 neńı
pole (cvičeńı). Bud’ m > 1. Zbývá ukázat, že ke každému prvku [x]m 6= [0]m existuje
inverzńı prvek vzhledem k operaci · právě tehdy, když m je prvoč́ıslo.

Předpokládejme, že ke každému prvku [x]m 6= [0]m existuje inverze. Podle Tvr-
zeńı 5.6.1 každé takové x je nesoudělné s m, tedy m je prvoč́ıslo.

Na druhou stranu, je-li m prvoč́ıslo, pak každé x 2 Z takové, že [x]m 6= [0]m, je
nesoudělné s m. Opět podle Tvrzeńı 5.6.1 [x]m má inverzi.

Jiný d̊ukaz tohoto tvrzeńı lze nalézt v [?, 3. Pole]. ⇤

Takže, např́ıklad, Z4 neńı pole. Čtyřprvkové pole ale existuje, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad. Necht’ X = {0, 1, a, b} a binárńı operace + a · na X jsou takové, že

+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0

a

· 0 1 a b
0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0 b 1 a

Množina X s těmito operacemi + a · je pole. ⇤

Poznámka. Bud’ n libovolné přirozené č́ıslo. Potom existuje n-prvkové pole právě
tehdy, když n je mocnina prvoč́ısla, čili n = pk, kde p je prvoč́ıslo a k je přirozené
č́ıslo.

Tvrzeńı 6.0.2. Bud’ P okruh. Pak pro libovolné prvky x, y, z 2 P plat́ı

(i) x · 0 = 0;
(ii) x · (�1) = �x;
(iii) x · (y � z) = x · y � x · z.

D̊ukaz. (i)

x · 0 = x · 0 + 0 = (0 = x · 0 + (�(x · 0)))
= x · 0 + x · 0 + (�(x · 0)) =
= x · (0 + 0) + (�(x · 0)) =
= x · 0 + (�(x · 0)) = 0

(ii)

x+ x · (�1) = x · 1 + x · (�1) = x · (1 + (�1)) = x · 0 = 0

x · (�1) + x = x · (�1) + x · 1 = x · (�1 + 1) = x · 0 = 0

takže x · (�1) = �x.
(iii) Cvičeńı. ⇤

Cvičeńı. Dokažte, že v každém okruhu plat́ı:

(1) (�1) · (�1) = 1,

(2) (�x) · y = x · (�y) = �(x · y). ⇤

Tvrzeńı 6.0.3. Bud’ P pole a bud’te x, y, z 2 P.

(1) x · y = 0 právě tehdy, když x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestlǐze x · y = x · z a x 6= 0, pak y = z.
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D̊ukaz. (1) Jestliže x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeńı 6.0.2(i) také x · y = 0.
Necht’ x · y = 0. Předpokládejme, že jeden z prvk̊u x, y je nenulový, např́ıklad x 6= 0.

Potom s využit́ım Tvrzeńı 6.0.2(i) dostaneme

y = 1 · y = (x�1 · x) · y = x�1 · (x · y) = x�1 · 0 = 0.

(2)

y = 1 · y = (1 = x�1 · x)
= x�1 · x · y = (x · y = x · z)
= x�1 · x · z = (x�1 · x = 1)

= 1 · z = z ⇤

Př́ıklad. (1) V př́ıkladu (9) máme okruh, v němž 2 · 2 = 0 a 2 · 1 = 2 · 3. To ukazuje,
že předchoźı tvrzeńı neplat́ı pro okruhy.

(2) Pro okruh P [x] ale předchoźı tvrzeńı plat́ı, viz kapitolu o polynomech. ⇤

Obdobně jako v kapitole 5 P ⇤ označuje množinu P \ {0}.
Je-li P okruh, pak P s operaćı + je komutativńı grupa. Pro pole máme nav́ıc násle-

duj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.0.4. Je-li P pole, pak P ⇤ s operaćı · je komutativńı grupa.

D̊ukaz. Bud’te x, y 2 P ⇤, tedy x 6= 0 a y 6= 0. Podle Tvrzeńı 6.0.3(i) x · y 6= 0, tedy
x · y 2 P ⇤, a množina P ⇤ je uzavřená vzhledem k operaci ·. Zbytek tvrzeńı plyne z toho,
že operace · je asociativńı a komutativńı, 1 2 P ⇤ je neutrálńı prvek, každý nenulový
prvek je invertibilńı a př́ıslušné inverze jsou nenulové. ⇤

Stejně jako máme podgrupy grup (a podstruktury daľśıch algebraických struktur),
existuj́ı podokruhy okruh̊u a podpole poĺı. Zmı́ńıme jen podpole.

Definice 6.0.2. Bud’ P pole. Bud’ Q ✓ P podmnožina taková, že

(1) 0, 1 2 Q;
(2) je-li x, y 2 Q, pak x+ y 2 Q a xy 2 Q;
(3) je-li x 2 Q, pak �x 2 Q;
(4) je-li x 2 Q, x 6= 0, pak x�1 2 Q.

Potom Q je podpole pole P .

Aby podmnožina pole byla podpole, muśı obsahovat neutrálńı prvky obou binárńıch
operaćı, muśı být uzavřená vzhledem k oběma binárńım operaćım a muśı být uzavřená
vzhledem k inverźım vzhledem k oběma binárńım operaćım.

Každé podpole je pole.

Př́ıklad. (1) Pole Q je podpole poĺı R a C. Pole R je podpole pole C.
(2) Z neńı podpole pole Q, nebot’ neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci ·.
(3) Množina {0, 1} neńı podpole pole Q (a samozřejmě ani R a C), protože 1 + 1 =
2 /2 {0, 1}. Ačkoliv, jak už v́ıme, na množině {0, 1} lze definovat operace součet a součin
tak, že to je pole. ⇤

Definice 6.0.3. Podpole pole C je č́ıselné pole.
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7. Uspořádáńı a svazy

7.1. Uspořádané množiny

Definice 7.1.1. Relace ⇢ na množině X je uspořádáńı, jestliže je

(1) reflexivńı, tj. x ⇢ x pro každé x 2 X,
(2) antisymetrická, tj. x ⇢ y, y ⇢ x implikuje x = y,
(3) tranzitivńı, tj. x ⇢ y, y ⇢ z implikuje x ⇢ z.

Potom dvojice (X, ⇢) je uspořádaná množina.

Př́ıklad. (1) Pro libovolnou množinu X relace = je uspořádáńı.

(2) (N,), (Z,) (R,), kde  je obvyklé uspořádáńı podle velikosti, jsou uspořádané
množiny.

(3) Bud’te X množina a P(X) množina všech podmnožin množiny X. Inkluze ✓ je
uspořádáńı na P(X).

(4) Relace | (děĺı) na množině N (tj. x | y právě tehdy, když existuje n 2 N takové,
že x · n = y) je uspořádáńı, nazývá se relace dělitelnosti. Je zřejmé, že tato relace je
reflexivńı a tranzitivńı.

Ukážeme, že | je i antisymetrická relace. Předpokládejme, že x | y a y | x, tedy
existuj́ı m,n 2 N taková, že xm = y a yn = x. Potom xmn = x a jelikož x 6= 0, mn = 1.
V přirozených č́ıslech to lze jedině tak, že m = 1 a n = 1. Tedy x = x · 1 = y.

Upozorňeme, že obdobně definovaná relace dělitelnosti na Z neńı antisymetrická,
protože 1 6= �1, přestože 1 | �1 a �1 | 1 (rovnice mn = 1 má v celých č́ıslech daľśı
řešeńı m = �1 a n = �1). ⇤

Bud’ ⇢ uspořádáńı na množině X. Inverzńı (opačná) relace ⇢�1 (tj. relace definovaná
předpisem

”
x ⇢�1 y právě tehdy, když y ⇢ x“) je také uspořádáńı. Nazývá se duálńı

uspořádáńı. Máme-li uspořádáńı , potom duálńı uspořádáńı �1 se označuje symbolem
�. Podobně je to se symboly ✓ atp.

Definice 7.1.2. Bud’ (X,) uspořádaná množina, Y ✓ X. Relace Y na množině Y
zadaná předpisem x Y y , x  y je indukované uspořádáńı na množině Y a znač́ı
se rovněž .

Definice 7.1.3. Prvky x, y uspořádané množiny jsou srovnatelné, plat́ı-li x  y nebo
y  x. Uspořádaná množina je řetězec, jsou-li každé dva jej́ı prvky srovnatelné.

Př́ıklad. (R,), (Z,) (N,) jsou řetězce. ⇤
Bud’  uspořádáńı na X. Označme x < y, jestliže x  y a zároveň x 6= y. Dále

zaved’me označeńı x / y, jestliže x < y a neexistuje z 2 X takové, že x < z, z < y. Je-li
x / y, pak ř́ıkáme, že x je bezprostředńım předch̊udcem y, nebo y pokrývá x.

Př́ıklad. (1) V množině N s přirozeným uspořádáńım podle velikosti plat́ı 1 < 2 a 1/2,
1 < 3, ale neplat́ı 1 / 3.

(2) V množině N s relaćı dělitelnosti 6 pokrývá 3.

(3) V množině Q všech racionálńıch č́ısel s přirozeným uspořádáńım podle velikosti
neplat́ı x / y pro žádnou dvojici x, y 2 Q. Pro libovolné x, y 2 Q takové, že x < y, plat́ı
z = 1

2(x+ y) 2 Q a x < z, z < y. ⇤



90 Uspořádáńı a svazy

Konečnou uspořádanou množinu (X,) můžeme znázornit diagramem. Prvky mno-
žiny X znázorńıme jako body v rovině. Prvky x, y splňuj́ıćı x / y vyznač́ıme tak, že x
lež́ı ńıže než y a spoj́ıme je úsečkou.

Z diagramu pak můžeme určit uspořádáńı množiny X: x  y právě tehdy, když x lež́ı
ńıže než y a existuje zdola nahoru směřuj́ıćı konečná posloupnost na sebe navazuj́ıćıch
úseček z bodu x do bodu y.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y = {a, b, c, d} s diagra-
mem vpravo plat́ı:

• d / c, c / a, c / b,
• d < a, ale nikoliv d / a,
• prvky a, b nejsou srovnatelné.

a b

c

d ⇤

Definice 7.1.4. Bud’ (X,) uspořádaná množina, Y ✓ X. Prvek x 2 X je

• dolńı závora množiny Y, je-li x  y pro každé y 2 Y;
• horńı závora množiny Y, je-li y  x pro každé y 2 Y.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y z předchoźıho př́ıkladu plat́ı:

• c, d jsou dolńı závory podmnožiny {a, b},
• podmnožina {a, b} nemá žádnou horńı závoru. ⇤

Definice 7.1.5. Bud’ (X,) uspořádaná množina. Prvek x 2 X je

• nejmenš́ı (minimálńı) prvek množiny X, je-li x  y pro každé y 2 X, v ta-
kovém př́ıpadě ṕı̌seme x = minX;

• nejvěťśı (maximálńı) prvek množiny X, je-li x � y pro každé y 2 X, v takovém
př́ıpadě ṕı̌seme x = maxX.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y z předchoźıho př́ıkladu plat́ı:

• d je jej́ı nejmenš́ı prvek,
• jej́ı největš́ı prvek neexistuje. ⇤

Cvičeńı. Každá uspořádaná množina má nejvýše jeden největš́ı prvek a nejvýše jeden
nejmenš́ı prvek. ⇤

Definice 7.1.6. Bud’ (X,) uspořádaná množina, Y ✓ X. Prvek x 2 X je

• infimum množiny Y, je-li x největš́ı prvek množiny všech dolńıch závor množiny
Y, v takovém př́ıpadě ṕı̌seme x = inf Y,

• supremum množiny Y, je-li x nejmenš́ı prvek množiny všech horńıch závor
množiny Y, v takovém př́ıpadě ṕı̌seme x = supY.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y z předchoźıho př́ıkladu plat́ı:

• množina dolńıch závor podmnožiny {a, b} je {c, d}, jej́ı největš́ı prvek je c, a proto
inf{a, b} = c,

• podmnožina {a, b} nemá žádnou horńı závoru, čili množina horńıch závor je
prázdná, nemá tedy nejmenš́ı prvek, a proto sup{a, b} neexistuje. ⇤

Cvičeńı. (1) Každá podmnožina má nejvýše jedno supremum a nejvýše jedno infi-
mum.
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(2) Jestliže x  y, pak inf{x, y} = x a sup{x, y} = y.

(3) Jestliže inf{x, y} = x, pak x  y.

(4) Jestliže sup{x, y} = y, pak x  y. ⇤

Cvičeńı. Bud’ X uspořádaná množina. Supremum prázdné množiny je nejmenš́ı prvek
množiny X (pokud existuje) a infimum prázdné množiny je největš́ı prvek množiny X
(pokud existuje). ⇤

7.2. Svazově uspořádané množiny a svazy

Definice 7.2.1. Uspořádaná množina je svazově uspořádaná, jestliže každá jej́ı dvou-
prvková podmnožina má infimum i supremum.

Každá konečná podmnožina svazově uspořádané množiny má infimum i supremum.

Př́ıklad. (1) Pro libovolnou množinu X je (P(X),✓) svazově uspořádaná množina,
přičemž pro libovolné Y, Z 2 P(X) inf{Y, Z} = Y \ Z a sup{Y, Z} = Y [ Z.

(2) (N, |) je svazově uspořádaná množina, přičemž inf{x, y} je největš́ı společný dělitel
č́ısel x, y, sup{x, y} je nejmenš́ı společný násobek č́ısel x, y.

(3) ({1, 3, 5, 6, 9, 10, 12}, |) neńı svazově uspořádaná množina.

(4) Každý řetězec je svazově uspořádaná množina, přičemž inf{x, y} = min{x, y} je
menš́ı z prvk̊u x, y, sup{x, y} = max{x, y} je větš́ı z prvk̊u x, y. ⇤

Definice 7.2.2. Množina X se dvěma binárńımi operacemi ^ a _ je svaz, jestliže pro
každé x, y, z 2 X plat́ı

x ^ y = y ^ x, x _ y = y _ x, (komutativita ^ a _)
(x ^ y) ^ z = x ^ (y ^ z), (x _ y) _ z = x _ (y _ z), (asociativita ^ a _)
x ^ (y _ x) = x, x _ (y ^ x) = x. (zákon absorpce)

Binárńı operace ^ je pr̊usek, binárńı operace _ je spojeńı.

Př́ıklad. (1) Pro libovolnou množinu X množina P(X) s operacemi \ a [ je svaz.

(2) Množina N s operacemi D a N, kde xD y je největš́ı společný dělitel č́ısel x, y a xN y
je nejmenš́ı společný násobek č́ısel x, y, je svaz.

(3) Množina R s operacemi min a max je svaz.

(4) Množina {0, 1} pravdivostńıch hodnot s operacemi konjunkce a disjunkce je svaz. ⇤

Tvrzeńı 7.2.1. Bud’ (X,^,_) svaz. Pro libovolné x 2 X plat́ı

x ^ x = x, x _ x = x. (idempotentnost ^ a _)

D̊ukaz.

x ^ x = (zákon absorpce)

= x ^ (x _ (y ^ x)) = (komutativita _)
= x ^ ((y ^ x) _ x) = (zákon absorpce)

= x.

Druhou část tvrzeńı necháme jako cvičeńı. ⇤
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Ve svazově uspořádané množině X pro každé x, y existuj́ı inf{x, y} a sup{x, y} a jsou
jednoznačně určena, proto můžeme na X definovat binárńı operace ^ a _:

x ^ y := inf{x, y}, x _ y := sup{x, y}.

Podle následuj́ıćıho tvrzeńı každá svazově uspořádaná množina s těmito operacemi je
svaz.

Tvrzeńı 7.2.2. Svazově uspořádaná množina X s binárńımi operacemi ^, x ^ y =
inf{x, y}, a _, x _ y = sup{x, y}, je svaz.

D̊ukaz. Cvičeńı.
Asociativita _: Návod: Ukažte, že x _ (y _ z) = sup{x, y, z} = (x _ y) _ z. ⇤

Cvičeńı. Dokažte, že x1 _ x2 _ · · · _ xn = sup{x1, x2, . . . , xn}. (Vlevo nezálež́ı na
uzávorkováńı). ⇤

Podle následuj́ıćıho tvrzeńı každý svaz je svazově uspořádaná množina.

Tvrzeńı 7.2.3. Bud’ (X,^,_) svaz.
(1) Položme x ^ y právě tehdy, když x ^ y = x. Pak ^ je uspořádáńı na X.

(2) Položme x _ y právě tehdy, když x _ y = y. Pak _ je uspořádáńı na X.

(3) Uspořádáńı ^ je shodné s uspořádáńım _ a (X,^) je svazově uspořádaná
množina, přičemž

inf{x, y} = x ^ y, sup{x, y} = x _ y.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Svazy i svazově uspořádané množiny tedy můžeme chápat jak jako algebraické struk-
tury tak jako uspořádané množiny. Uspořádáńı totiž jednoznačně určuje algebraickou
strukturu a algebraická struktura zase jednoznačně určuje uspořádáńı.

Bud’ (X,^,_) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzájemné
záměně ^ a _, proto (X,_,^) je také svaz. Nazývá se duálńı svaz a znač́ı se X⇤.

Cvičeńı. Ověřte, že duálńı svaz má duálńı uspořádáńı. ⇤

Tvrzeńı 7.2.4. Bud’ X svaz. Pro každé x, a, b 2 X plat́ı

(i) jestlǐze a  b, pak a ^ x  b ^ x;
(ii) jestlǐze a  b, pak a _ x  b _ x;
(iii) jestlǐze x  a, x  b, pak x  a ^ b;
(iv) jestlǐze x � a, x � b, pak x � a _ b.

D̊ukaz. (i) Necht’ a  b, pak a^ b = a, načež (a^ x)^ (b^ x) = a^ b^ x = a^ x; odtud
tvrzeńı. (ii) Cvičeńı. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cvičeńı). ⇤

Obsahuje-li podmnožina svazu všechna infima a suprema všech dvojic svých prvk̊u,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X,^,_) je podmnožina Y ✓ X taková, že pro každé
x, y 2 Y plat́ı x ^ y 2 Y a x _ y 2 Y.
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Př́ıklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

X �

� �

� �

�

Y �

�

� �

�

Z �

�

�

�
⇤

Cvičeńı. (1) Každá podmnožina řetězce je podsvaz.

(2) Každá podmnožina svazu, která je řetězcem, je podsvaz. ⇤

Podmnožina svazu může být svazem vzhledem k indukovanému uspořádáńı, aniž by
byla podsvazem.

Př́ıklad. Svaz X a jeho podmnožina Y, která je svazem, ale neńı podsvazem.

X �

x _X y

x y

�

Y x _Y y

x y

�
Supremum x _Y y v Y je r̊uzné od suprema x _X y v X. ⇤

7.3. Úplné svazy

Definice 7.3.1. Svaz je úplný, má-li každá jeho podmnožina supremum i infimum.

Př́ıklad. (1) Každý konečný svaz je úplný a plat́ı inf{x1, x2, . . . , xn} = x1^x2^. . .^xn,
sup{x1, x2, . . . , xn} = x1 _ x2 _ . . . _ xn.

(2) Svaz (P(M),✓) je úplný. Infima jsou pr̊uniky, suprema jsou sjednoceńı.

(3) Svaz (N,) neńı úplný. Scháźı např́ıklad supremum celé množiny N. ⇤

Každý úplný svaz má největš́ı prvek, je to jeho supremum, i nejmenš́ı prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeńı 7.3.1. Bud’ X uspořádaná množina, jej́ı̌z každá podmnožina má infimum. Pak
X je úplný svaz.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že každá podmnožina má supremum. Bud’ Y ✓ X. Označme Z
množinu všech horńıch závor množiny Y a položme s = inf Z. Dokažme, že s = supY.

Každý prvek množiny Z je horńı závora množiny Y, takže každý prvek množiny Y
je dolńı závora množiny Z. Jelikož s je největš́ı dolńı závora množiny Z, tak y  s pro
každé y 2 Y, čili s je zároveň horńı závora množiny Y. A když s 2 Z a současně s je
(největš́ı) dolńı závora množiny Z, je to nejmenš́ı prvek množiny Z, čili nejmenš́ı horńı
závora množiny Y. ⇤
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Př́ıklad. Předpoklad, že každá (i prázdná) podmnožina množiny X má infimum, zna-
mená, že X má největš́ı prvek. Např́ıklad (N,) neńı úplný svaz, přestože každá ne-
prázdná podmnožina má infimum. ⇤

Př́ıklad. Bud’te G grupa a P (G) množina všech podgrup grupy G. Pak (P (G),✓) je
úplný svaz.

Bud’ {A◆ | ◆ 2 I} ✓ P (G), tedy nějaký systém podgrup grupy G. Potom
T

◆2I A◆ je
také podgrupa (cvičeńı), která je zároveň inf{A◆ | ◆ 2 I} (cvičeńı). Podle předchoźıho
tvrzeńı je (P (G),✓) úplný svaz. Proto existuje i sup{A◆ | ◆ 2 I} a je to pr̊unik všech
podgrup, které obsahuj́ı všechny podgrupy A◆.

Př́ıklad je zformulován pro grupy, ale jeho analogie plat́ı i pro jiné algebraické struk-
tury. ⇤

Cvičeńı. Označme E(X) množinu všech relaćı ekvivalence na množině X. Protože
E(X) ⇢ P(X ⇥ X), vzniká na E(X) indukované uspořádáńı. Dokažte, že E(X) je
úplný svaz. ⇤
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8. Homomorfismy

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Zobrazeńı f : X ! Y je
homomorfismus grup, jestliže

(i) pro každé x1, x2 2 X plat́ı f(x1 ⇤ x2) = f(x1) ⇧ f(x2),
(ii) f(eX) = eY ,
(iii) pro každé x 2 X plat́ı f(x�1) = (f(x))�1.

Znač́ı se f : (X, ⇤, eX ,�1) ! (Y, ⇧, eY ,�1).

Př́ıklad. (1) f2 : (Z, +, 0,�) ! (Z, +, 0,�), n 7! 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud’ X grupa, X̃ faktorová grupa. Potom zobrazeńı X ! X̃, x 7! [x] (faktorová
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Bud’te X = {0, 1, 2, 3} a Y = {0, 1} s binárńımi operacemi + takovými, že

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

a
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Potom množiny X a Y s těmito operacemi jsou grupy. Zobrazeńı X ! Y , 0 7! 0, 1 7! 1,
2 7! 0, 3 7! 1, je homomorfismus těchto grup. ⇤

Tvrzeńı 8.1.1. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Bud’ f : X ! Y zobrazeńı
takové, že pro každé x1, x2 2 X plat́ı f(x1⇤x2) = f(x1)⇧f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X, ⇤, eX ,�1) ! (Y, ⇧, eY ,�1).

D̊ukaz. Podmı́nka (i) z definice homomorfismu grup je podle předpokladu splněna.
Ukažme, že f(eX) = eY .

f(eX) = f(eX) ⇧ eY =

= f(eX) ⇧ f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =

= f(eX ⇤ eX) ⇧ (f(eX))�1 =

= f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =

= eY .

Ukažme, že f(x�1) = (f(x))�1 pro každé x 2 X.

f(x�1) ⇧ f(x) = f(x�1 ⇤ x) = f(eX) = eY ,

f(x) ⇧ f(x�1) = f(x ⇤ x�1) = f(eX) = eY .

Takže f(x�1) je inverze k f(x). ⇤

Cvičeńı. Bud’ f : X ! Y homomorfismus grup. Označme

Im f = {f(x) |x 2 X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. ⇤
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Tvrzeńı 8.1.2. Bud’te f : X ! Y a g : Y ! Z homomorfismy grup. Pak jejich složeńı
g � f : X ! Z je homomorfismus grup.

D̊ukaz. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1), (Z, ·, eZ ,�1) grupy. Pro každé x1, x2 2 X
plat́ı

(g � f)(x1 ⇤ x2) = g(f(x1 ⇤ x2)) =
= g(f(x1) ⇧ f(x2)) =
= g(f(x1)) · g(f(x2)) =
= (g � f)(x1) · (g � f)(x2).

Zbytek vyplývá z předchoźıho tvrzeńı. ⇤

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivńı homomorfismus grup je izomorfismus grup.

Tvrzeńı 8.1.3. Bud’ f : X ! Y izomorfismus grup. Pak f�1 : Y ! X je izomorfismus
grup.

D̊ukaz. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Inverzńı zobrazeńı je bijektivńı. Pro
libovolné y1, y2 2 Y označme x1 = f�1(y1) a x2 = f�1(y2). Takže f(x1) = y1 a f(x2) =
y2. Potom

f�1(y1 ⇧ y2) = f�1(f(x1) ⇧ f(x2)) = f�1(f(x1 ⇤ x2)) = x1 ⇤ x2 =
= f�1(y1) ⇤ f�1(y2).

Zbytek vyplývá z Tvrzeńı 8.1.1. ⇤

Př́ıklad. (1) Každá identita je izomorfismus.

(2) Označme R+ množinu všech kladných reálných č́ısel. Pak (R+, ·, 1,�1) je grupa
(cvičeńı). Zobrazeńı exp: (R, +, 0,�) ! (R+, ·, 1,�1), x 7! ex je homomorfismus grup,
protože pro libovolná x, y 2 R plat́ı exp(x+ y) = ex+y = exey = (expx) · (exp y). Tento
homomorfismus je bijektivńı, tedy i izomorfismus.

Inverzńı izomorfismus je logaritmus

ln: (R+, ·, 1,�1) ! (R, +, 0,�). ⇤

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfńı, jestliže existuje izomorfismus X ! Y.
Zapisujeme X ⇠= Y.

Tvrzeńı 8.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z plat́ı

(i) X ⇠= X (reflexivita),
(ii) jestlǐze X ⇠= Y , pak Y ⇠= X (symetrie),
(iii) jestlǐze X ⇠= Y a Y ⇠= Z, pak X ⇠= Z (tranzitivita).

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Př́ıklad. (R, +, 0,�) ⇠= (R+, ·, 1,�1). Pro libovolné a 2 R+, a 6= 1, zobrazeńı R ! R+,
x 7! ax je izomorfismus (R, +, 0,�) ! (R+, ·, 1,�1). Ověřte. ⇤

Cvičeńı. Bud’ h : X ! Y homomorfismus grup.



Homomorfismy 97

(1) Ukažte, že relace ⇠ zadaná předpisem

x1 ⇠ x2 , h(x1) = h(x2)

je kongruence na grupě X.
(2) Ukažte, že faktorová grupa X̃ podle kongruence ⇠ je izomorfńı podgrupě Imh.

Návod: X̃ ! Imh, [x] 7! h(x). ⇤

8.2. Homomorfismy a izomorfismy poĺı

Definice 8.2.1. Bud’te P,Q pole. Zobrazeńı f : P ! Q je homomorfismus poĺı, jestliže

(i) pro každé p1, p2 2 P plat́ı f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(0) = 0,
(iii) pro každé p 2 P plat́ı f(�p) = �f(p),
(iv) pro každé p1, p2 2 P plat́ı f(p1 · p2) = f(p1) · f(p2),
(v) f(1) = 1,
(vi) pro každé p 2 P , p 6= 0, plat́ı f(p�1) = (f(p))�1.

O zobrazeńıch poĺı plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı obdobné Tvrzeńı 8.1.1 o zobrazeńıch grup.

Tvrzeńı 8.2.1. Bud’te P,Q pole. Bud’ f : P ! Q zobrazeńı takové, že pro každé p1, p2 2
P plat́ı

(i) f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(p1 · p2) = f(p1) · f(p2),
(iii) f(1) 6= 0.

Pak f je homomorfismus poĺı P ! Q.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Definice 8.2.2. Bijektivńı homomorfismus poĺı je izomorfismus poĺı. Pole jsou izo-
morfńı, jestliže mezi nimi existuje izomorfismus.

Př́ıklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfńı s polem Z2. Izomorfismem je zobrazeńı
0 7! [0]2, 1 7! [1]2. ⇤

8.3. Izotonńı zobrazeńı, homomorfismy a izomorfismy svaz̊u

8.3.1. Izotonńı zobrazeńı a izomorfismy uspořádaných množin

Definice 8.3.1. Bud’te (X,), (Y,) uspořádané množiny. Zobrazeńı f : X ! Y je
izotonńı, jestliže plat́ı implikace

x  y ) f(x)  f(y).

Je-li zobrazeńı f bijektivńı a f i f�1 jsou izotonńı, pak f je izomorfismus uspořádaných
množin a uspořádané množiny (X,), (Y,) jsou izomorfńı.

Př́ıklad. Identické zobrazeńı id : (N, |) ! (N,) je izotonńı. Skutečně, jestliže a | b,
pak b = na pro nějaké n 2 N, ale n � 1, a proto b = na � a.

Inverzńı zobrazeńı id : (N,) ! (N, |) neńı izotonńı, protože neplat́ı implikace x 
y ) x | y (např́ıklad 2  3, ale 2 - 3). ⇤
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Př́ıklad. Bud’te X = Y = {0, 1} s uspořádáńımi a zobrazeńım f podle obrázku:

1 // 1
X f Y

0 // 0

Tedy f : X ! Y je identické zobrazeńı. Pak f je izotonńı bijekce, jej́ıž inverze f�1 neńı
izotonńı. ⇤

Cvičeńı. Složeńı izotonńıch zobrazeńı je izotonńı zobrazeńı. ⇤

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svaz̊u

Definice 8.3.2. Bud’te (X,^,_), (Y,^,_) svazy. Zobrazeńı f : X ! Y je homomor-
fismus svaz̊u, jestliže pro každé x1, x2 2 X

f(x1 ^ x2) = f(x1) ^ f(x2)

f(x1 _ x2) = f(x1) _ f(x2).

Tvrzeńı 8.3.1. Každý homomorfismus svaz̊u je izotonńı zobrazeńı.

D̊ukaz. Bud’te (X,^,_), (Y,^,_) svazy, f : X ! Y homomorfismus a x1, x2 2 X takové,
že x1  x2, tedy x1 ^ x2 = x1. Potom f(x1) ^ f(x2) = f(x1 ^ x2) = f(x1), tedy
f(x1)  f(x2). ⇤

Izotonńı zobrazeńı svaz̊u však nemuśı být homomorfismus svaz̊u:

Př́ıklad. Bud’ f zobrazeńı podle obrázku:

x _ y // �

X x

,,

y // � Y

x ^ y

,,

�

�
Pak f je izotonńı zobrazeńı svaz̊u, ale neńı homomorfismus svaz̊u, protože

f(x) _ f(y) = f(y) 6= f(x _ y). ⇤

Definice 8.3.3. Bijektivńı homomorfismus svaz̊u je izomorfismus svaz̊u.

Cvičeńı. Bud’ f zobrazeńı svaz̊u. Dokažte, že následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

(1) f je izomorfismus uspořádaných množin;
(2) f je izomorfismus svaz̊u. ⇤
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9. Vektorové prostory

9.1. Definice, př́ıklady, základńı vlastnosti

Vektor je běžně znázorňován v rovině nebo v prostoru jako orientovaná úsečka (šipka),
která má počátečńı bod a koncový bod. Pokud je možné jeden takový vektor převést na
druhý takový vektor rovnoběžným posunut́ım, ř́ıká se, že tyto dva vektory jsou totožné
nebo ekvivalentńı, nebo že jsou to dvě umı́stěńı jednoho vektoru. Takové vektory se
sč́ıtaj́ı pomoćı pravidla rovnoběžńıku a násob́ı se reálným č́ıslem tak, že šipka se př́ıslušně
prodlouž́ı nebo zkrát́ı a při násobeńı záporným č́ıslem nav́ıc změńı směr na opačný.

Obecně definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorový prostor nad
nějakým polem jako množinu s operaćı sč́ıtáńı a s násobeńım prvk̊u množiny prvky
pole s takovými vlastnostmi, které umožňuj́ı představu vektoru jako šipky a představu
sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v předchoźım odstavci.

Definice 9.1.1. Bud’ V neprázdná množina, P pole. Vektorový prostor V nad polem
P je množina V spolu s binárńı operaćı +: V ⇥ V ! V, (u, v) 7! u+ v, a zobrazeńım
· : P ⇥ V ! V, (p, v) 7! p · v, takovými, že

(1) pro každé u, v, w 2 V plat́ı (u+ v) + w = u+ (v + w),
(2) existuje 0 2 V takový, že pro každé v 2 V plat́ı v + 0 = v,
(3) pro každé v 2 V existuje �v 2 V takové, že v + (�v) = 0,
(4) pro každé u, v 2 V plat́ı u+ v = v + u,
(5) pro každé v 2 V plat́ı 1 · v = v,
(6) pro každé p, q 2 P a v 2 V plat́ı (p · q) · v = p · (q · v),
(7) pro každé p, q 2 P a v 2 V plat́ı (p+ q) · v = (p · v) + (q · v),
(8) pro každé p 2 P a u, v 2 V plat́ı p · (u+ v) = (p · u) + (p · v).

Prvky množiny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaláry. Binárńı operace + je sč́ıtáńı,
zobrazeńı · je násobeńı skalárem, vektor 0 2 V je nulový vektor nebo nula, vektor �v
je opačný vektor k vektoru v.

Podmı́nky (1)–(8) jsou axiomy vektorového prostoru. Podmı́nky (1)–(4) znamenaj́ı,
že V s operaćı + je komutativńı grupa.

Jelikož každá binárńı operace má nejvýše jeden neutrálńı prvek, ve vektorovém pro-
storu existuje jediný nulový vektor. Obdobně, jelikož každý prvek má vzhledem k asoci-
ativńı binárńı operaci nejvýše jeden inverzńı prvek, ke každému vektoru existuje jediný
opačný vektor.

Násobeńı skalárem · : P ⇥V ! V, (p, v) 7! p ·v, neńı binárńı operace (neńı-li P = V ),
ale nazývá se vněǰśı operace, a mı́sto p · v se často ṕı̌se jen pv. Binárńı operace se někdy
nazývá vnitřńı operace.

Vektorový prostor nad polem R, nebo C je reálný, resp. komplexńı vektorový prostor.

Př́ıklad. (1) Vektorový prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozměrné i trojrozměrné,
kde vektor je tř́ıda ekvivalentńıch šipek a je reprezentován jednotlivými šipkami, jak je
uvedeno v prvńım odstavci této kapitoly.

Nulový vektor je reprezentován degenerovanou úsečkou nulové délky. Vektorový pro-
stor v rovině resp. prostoru znač́ıme E2 resp. E3.

(2) Bud’ V jednoprvková množina, P pole. Jediný prvek množiny V označme 0 a po-
ložme 0 + 0 = 0, �0 = 0 a p · 0 = 0 pro každé p 2 P . Dostáváme vektorový prostor
nazývaný nulový prostor nebo triviálńı prostor.

(3) Každé pole je vektorový prostor nad sebou samým. Polož́ıme-li v definici vekto-
rového prostoru V = P , budou všechny axiomy vektorového prostoru d̊usledky axiomů
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pole (ověřte). Źıskáváme tak např́ıklad vektorový prostor R nad R, vektorový prostor
C nad C, vektorový prostor Q nad Q a vektorový prostor Z2 nad Z2.

(4) Každé pole je vektorový prostor nad libovolným svým podpolem. Jediný rozd́ıl
oproti předchoźımu př́ıkladu spoč́ıvá v tom, že násobeńı skalárem je dovoleno jen pro
skaláry z podpole.

(5) Bud’ n 2 N, P pole. Na množině Pn všech uspořádaných n-tic prvk̊u P zaved’me
sč́ıtáńı a násobeńı skalárem předpisem

(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn),

p(u1, u2, . . . , un) = (pu1, pu2, . . . , pun).

Vzniká vektorový prostor Pn nad polem P (ověřte). Např́ıklad řádky a sloupky matic
jsou prvky takových vektorových prostor̊u.

(6) Vektorový prostor Pn nad podpolem Q ⇢ P .

(7) Vektorový prostor matic typu m ⇥ n nad polem P s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı
skalárem. Znač́ı se Pm⇥n nebo Mm⇥n(P ) (resp. Mm(P ) nebo gl(m,P ) v př́ıpadě
čtvercových matic).

(8) Vektorový prostor polynomů stupně nejvýše n nad polem P s operacemi sč́ıtáńı
a násobeńı skalárem.

(9) Vektorový prostor polynomů nad polem P s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skalárem.

(10) Vektorový prostor všech řešeńı homogenńı soustavy rovnic.

(11) Bud’ X množina, P pole. Na množině PX všech zobrazeńı X ! P zaved’me sč́ıtáńı
a násobeńı skalárem předpisem

(u+ v)(x) = u(x) + v(x),

(pu)(x) = p · u(x).

Vzniká vektorový prostor PX nad polem P (ověřte). Speciálńı př́ıpady jsou množina
všech funkćı z R do R, množina všech spojitých funkćı na R, množina diferencovatelných
funkćı na R, množina všech spojitých funkćı na intervalu [a, b]. ⇤

Tvrzeńı 9.1.1. Bud’ V vektorový prostor nad polem P. Pak pro každé u, v 2 V, p, q 2 P
plat́ı

(i) 0 · v = 0,
(ii) (�1) · v = �v,
(iii) (p� q) · v = p · v � q · v,
(iv) p · (u� v) = p · u� p · v,
(v) Je-li p · v = 0, pak bud’ p = 0 nebo v = 0.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

9.2. Lineárńı kombinace, generátory, lineárńı nezávislost

Bud’ V vektorový prostor nad polem P .

Definice 9.2.1. Bud’te n 2 N, v1, v2, . . . , vn 2 V a p1, p2, . . . , pn 2 P. Lineárńı kombi-
nace vektor̊u v1, v2, . . . , vn s koeficienty p1, p2, . . . , pn je vektor

p1v1 + p2v2 + · · ·+ pnvn 2 V.

Lineárńı kombinace prázdné množiny je nulový vektor 0 2 V.
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Př́ıklad. (1) Součet vektor̊u u, v je jejich lineárńı kombinace s koeficienty 1, 1. Opačný
vektor k v je jeho lineárńı kombinace (skalárńı násobek) s koeficientem �1:

u+ v = 1 · u+ 1 · v, �v = (�1) · v.

(2) Lineárńı kombinace vektor̊u 1, 6 2 R s koeficienty 3, 1 2 R je 3 · 1 + 1 · 6 = 9.

(3) Lineárńı kombinace vektor̊u (1, 2, 0), (2, 3, 1) 2 R3 s koeficienty �3, 2 2 R je

(�3) · (1, 2, 0) + 2 · (2, 3, 1) = (1, 0, 2). ⇤

Definice 9.2.2. Bud’ U ✓ V. Lineárńı obal množiny U je množina [[U ]] všech lineárńıch
kombinaćı konečně mnoha vektor̊u množiny U . Pro U = {u1, u2, . . . , un} je

[[U ]] = [[u1, u2, . . . , un]] = {p1u1 + p2u2 + · · ·+ pnun| p1, p2, . . . , pn 2 P}.

Lineárńı obal prázdné množiny je [[;]] = {0} ⇢ V.

Definice 9.2.3. Množina {v1, v2, . . . , vn} ⇢ V generuje V, je-li každý vektor v 2 V
lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, v2, . . . , vn, to jest, jestliže pro každý vektor v 2 V
existuj́ı skaláry p1, p2, . . . , pn 2 P takové, že v = p1v1 + p2v2 + · · · + pnvn, to jest,
jestliže [[v1, v2, . . . , vn]] = V.
V takovém př́ıpadě také {v1, v2, . . . , vn} je množina generátor̊u prostoru V nebo vek-
tory v1, v2, . . . , vn 2 V generuj́ı V nebo V je generován vektory v1, v2, . . . , vn.

Př́ıklad. (1) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Skutečně, li-
bovolný vektor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineárńı kombinaćı s koeficienty x, y, z:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).

(2) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1). Skutečně, libovolný vek-
tor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineárńı kombinaćı s koeficienty x� y, y � z, z:

(x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).

(3) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (3, 4, 5). Libovolný vektor
(x, y, z) 2 R3 je jejich lineárńı kombinaćı s koeficienty x, y, z, 0:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1) + 0 · (3, 4, 5).

V tomto př́ıpadě můžeme naj́ıt dokonce nekonečně mnoho vyjádřeńı ve tvaru lineárńı
kombinace, pro libovolný parametr t 2 R plat́ı

(x, y, z) = (x� 3t) · (1, 0, 0) + (y � 4t) · (0, 1, 0) + (z � 5t) · (0, 0, 1) + t · (3, 4, 5).

(4) Prostor R3 neńı generován vektory (1, 2, 0), (3, 4, 0), (5, 6, 0). Ověřte.

(5) Vektory v1, v2, . . . , vn 2 Rm, kde vi = (v1i , v
2
i , . . . , v

m
i ), generuj́ı Rm, jestliže soustava

v11x
1 + v12x

2 + · · ·+ v1nx
n = v1

v21x
1 + v22x

2 + · · ·+ v2nx
n = v2

...

vm1 x1 + vm2 x2 + · · ·+ vmn xn = vm
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o neznámých x1, x2, . . . , xn má řešeńı pro každou pravou stranu v1, v2, . . . , vm. Soustava
je totiž ekvivalentńı s podmı́nkou

x1

0

BBB@

v11
v21
...
vm1

1

CCCA
+ x2

0

BBB@

v12
v22
...
vm2

1

CCCA
+ · · ·+ xn

0

BBB@

v1n
v2n
...
vmn

1

CCCA
=

0

BBB@

v1

v2

...
vm

1

CCCA
.

(6) Prostor R2[x] polynomů neurčité x s reálnými koeficienty stupně nejvýše 2 je ge-
nerován vektory x2, x+ 1, 1. Ověřte. ⇤

Definice 9.2.4. Prostor, který má konečnou množinu generátor̊u, je konečněrozměr-
ný.

Př́ıklad. Vektorový prostor R[x] všech polynomů s reálnými koeficienty neńı koneč-
něrozměrný. Pro libovolné p1, . . . , pn 2 R[x] existuje přirozené č́ıslo m, které je větš́ı
než stupeň kteréhokoliv z polynomů p1, . . . , pn. Pak polynom xm 2 R[x] neńı lineárńı
kombinaćı polynomů p1, . . . , pn, takže polynomy p1, . . . , pn negeneruj́ı R[x]. ⇤

Cvičeńı. (1) Jestliže v1, . . . , vn generuj́ı V a vi je lineárńı kombinaćı ostatńıch, pak
v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn také generuj́ı V . Dokažte.

(2) Necht’ každý z vektor̊u v1, . . . , vn je lineárńı kombinace vektor̊u u1, . . . , um 2 V .
Jestliže v1, . . . , vn generuj́ı V , pak u1, . . . , um také generuj́ı V . Dokažte. ⇤

Definice 9.2.5. (1) Množina vektor̊u {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárně nezávislá,
jestliže pro libovolné x1, x2, . . . , xn 2 P z rovnosti

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn = 0 plyne x1 = x2 = · · · = xn = 0.

(2) Množina vektor̊u {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárně závislá, jestliže neńı lineárně
nezávislá.

Často se zjednodušeně a nepřesně ř́ıká, že nějaké vektory jsou lineárně (ne)závislé.
Mysĺı se t́ım, že př́ıslušná množina vektor̊u je lineárně (ne)závislá.

Př́ıklad. (1) Množina {7} ⇢ R je lineárně nezávislá. Je-li x · 7 = 0 pro nějaké x 2 R,
pak x = 0 (pro nenulové x uvedená rovnost x · 7 = 0 neplat́ı).

(2) Množina {2, 3} ⇢ R je lineárně závislá. Lineárńı kombinace x1 · 2+ x2 · 3 může být
rovna 0, i když je některý z koeficient̊u x1, x2 nenulový, např́ıklad x1 = 3, x2 = �2.

(3) Množina {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ⇢ R3 je lineárně nezávislá. Lineárńı kombinace
x · (1, 0, 0)+y · (0, 1, 0)+z · (0, 0, 1) je vektor (x, y, z), který je roven (0, 0, 0) právě tehdy,
když x = y = z = 0 (ověřte).

(4) Množina {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} ⇢ R3 je lineárně nezávislá. Lineárńı kombinace
x · (1, 0, 0)+ y · (1, 1, 0)+ z · (1, 1, 1) je vektor (x+ y+ z, y+ z, z), který je roven (0, 0, 0)
právě tehdy, když x = y = z = 0 (ověřte).

(5) Množina {(1, 0,�1), (0, 1, 2), (2, 1, 0)} ⇢ R3 je lineárně závislá. Lineárńı kombinace
x · (1, 0,�1) + y · (0, 1, 2) + z · (2, 1, 0) je vektor (x+ 2z, y + z,�x+ 2y), který je roven
(0, 0, 0) i pro nenulové koeficienty x, y, z, např́ıklad x = 2, y = 1, z = �1. Ověřte.

(6) Libovolná množina vektor̊u obsahuj́ıćı nulový vektor je lineárně závislá. Lineárńı
kombinace 0 · v1 + 0 · v2 + · · · + 0 · vn + 1 · 0 je nulový vektor a přitom aspoň jeden
koeficient je nenulový.
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(7) Množina {v1, . . . , vn} ⇢ Rm, kde vi = (v1i , . . . , v
m
i ), je lineárně nezávislá právě

tehdy, když soustava

v11x
1 + v12x

2 + · · ·+ v1nx
n = 0

v21x
1 + v22x

2 + · · ·+ v2nx
n = 0

...

vm1 x1 + vm2 x2 + · · ·+ vmn xn = 0

má právě jedno řešeńı, a to sice x1 = x2 = · · · = xn = 0.

(8) Množina {x2, x, 1} ⇢ R2[x] je lineárně nezávislá. Ověřte.

(9) Prázdná množina je lineárně nezávislá, protože všechny koeficienty z prázdné mno-
žiny koeficient̊u jsou nulové. ⇤

Cvičeńı. (1) Libovolná podmnožina lineárně nezávislé množiny vektor̊u je lineárně
nezávislá. Dokažte.

(2) Jednoprvková monžina {v} ⇢ V je lineárně nezávislá právě tehdy, když v 6= 0.
Dokažte. ⇤

Tvrzeńı 9.2.1. Množina vektor̊u {v1, . . . , vn} je lineárně závislá právě tehdy, když
aspoň jeden z nich je lineárńı kombinaćı ostatńıch, tj. právě když existuje index i takový,
že vektor vi je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn.

D̊ukaz.
”
)“ Předpokládejme, že množina {v1, . . . , vn} je lineárně závislá, tedy že exis-

tuj́ı koeficienty a1, . . . , an takové, že a1v1 + · · · + aivi + · · · + anvn = 0 a aspoň jeden
z nich je nenulový (např́ıklad ai). Potom

vi = �a1

ai
v1 � · · ·� ai�1

ai
vi�1 �

ai+1

ai
vi+1 � · · ·� an

ai
vn,

a vektor vi je tedy lineárńı kombinaćı ostatńıch.

”
(“ Necht’ vektor vi je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn, tedy

existuj́ı koeficienty a1, . . . , ai�1, ai+1, . . . , an takové, že

vi = a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn.

Potom

a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 � vi + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn = 0

s nenulovým koeficientem (�1) u vektoru vi. Tedy, množina {v1, . . . , vn} je lineárně
závislá. ⇤

Tvrzeńı 9.2.2. Množina vektor̊u {v1, . . . , vn} je lineárně závislá právě tehdy, když
aspoň jeden z nich je lineárńı kombinaćı předchoźıch, tj. právě když existuje index i
takový, že vektor vi je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vi�1.

D̊ukaz.
”
)“ Postupujeme jako v d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı, jen nenulový koeficient ai

vybereme s nejvyšš́ım možným indexem. To znamená, že ai+1 = · · · = an = 0 a zbytek
je zřejmý.

Jako cvičeńı rozeberte podrobně př́ıpad i = 1, kdy bude množina předcházej́ıćıch
vektor̊u prázdná.

”
(“ Tvrzeńı je speciálńım př́ıpadem předchoźıho. ⇤
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Definice 9.2.6. Elementárńı úprava n-tice vektor̊u (v1, . . . , vn) je:

(i) vynásobeńı vektoru nenulovým skalárem c;
(ii) přičteńı c-násobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i 6= j;
(iii) výměna i-tého vektoru s j-tým vektorem.

Při tom vznikaj́ı po řadě n-tice

(v1, . . . , vi�1, cvi, vi+1, . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vi + cvj , vi+1, . . . , vj , . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vj , vi+1, . . . , vj�1, vi, vj+1, . . . , vn).

Ke každé z těchto úprav existuje úprava inverzńı, která je rovněž elementárńı a stejného
typu (ověřte).

Definice 9.2.7. Dvě n-tice vektor̊u jsou ekvivalentńı, jestliže jedna vznikne z druhé
konečnou posloupnost́ı elementárńıch úprav.

Cvičeńı. Ukažte, že právě zavedená relace mezi n-ticemi vektor̊u je reflexivńı, symet-
rická a tranzitivńı. ⇤

Př́ıklad. Mějme matici typu m ⇥ n nad polem P. Jej́ı řádky jsou uspořádané n-tice
prvk̊u pole P, tj. vektory z prostoru Pn. Celá matice je pak m-tice takových n-tic,
tedy m-tićı vektor̊u z prostoru Pn. Elementárńı úpravy této m-tice vektor̊u jsou právě
elementárńı řádkové úpravy dané matice. ⇤

Tvrzeńı 9.2.3. Necht’ n-tice (u1, . . . , un) je ekvivalentńı s n-tićı (v1, . . . , vn). Pak vek-
tory u1, . . . , un generuj́ı V právě tehdy, když vektory v1, . . . , vn generuj́ı V.

D̊ukaz. Necht’ lze źıskat n-tici (v1, . . . , vn) z n-tice (u1, . . . , un) jednou z elementárńıch
úprav, vybereme si úpravu druhého typu, tedy vi = ui + cuj a vk = uk pro k 6= i.

Předpokládejme, že v1, . . . , vn generuj́ı V. Pro libovolný vektor w 2 V tedy existuj́ı
koeficienty p1, . . . , pn takové, že w = p1v1 + · · ·+ pnvn. Pak

w = p1u1 + · · ·+ pi(ui + cuj) + · · ·+ pjuj + · · ·+ pnun =

= p1u1 + · · ·+ piui + · · ·+ (pj + cpi)uj + · · ·+ pnun

je lineárńı kombinace vektor̊u u1, . . . , un.
Opačná implikace vyplývá z právě dokázané, nebot’ n-tice (u1, . . . , un) vzniká z n-tice

(v1, . . . , vn) inverzńı úpravou, která je stejného typu.
Pro ostatńı úpravy obdobně a výsledek plat́ı i pro libovolnou konečnou posloupnost

elementárńıch úprav. ⇤

Tvrzeńı 9.2.4. Necht’ n-tice (u1, . . . , un) je ekvivalentńı s n-tićı (v1, . . . , vn). Pak mno-
žina {u1, . . . , un} je lineárně nezávislá právě tehdy, když množina {v1, . . . , vn} je lineárně
nezávislá.

D̊ukaz. Necht’ lze źıskat n-tici (v1, . . . , vn) z n-tice (u1, . . . , un) jednou z elementárńıch
úprav, vybereme si úpravu druhého typu, tedy vi = ui + cuj a vk = uk pro k 6= i.

Předpokládejme, že {u1, . . . , un} je lineárně nezávislá. Bud’te x1, . . . , xn 2 P takové,
že x1v1 + · · ·+ xnvn = 0. Pak

0 = x1v1 + · · ·+ xnvn = x1u1 + · · ·+ xi(ui + cuj) + · · ·+ xjuj + · · ·+ xnun =

= x1u1 + · · ·+ xiui + · · ·+ (xj + cxi)uj + · · ·+ xnun.
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Z lineárńı nezávislosti množiny {u1, . . . , un} vyplývá, že všechny koeficienty posledńı
lineárńı kombinace jsou nulové, tj. x1 = · · · = xi = · · · = xj + cxi = · · · = xn = 0.
Z toho dostaneme, že i xj = 0.

Opačná implikace vyplývá z právě dokázané, nebot’ n-tice (u1, . . . , un) vzniká z n-tice
(v1, . . . , vn) inverzńı úpravou, která je stejného typu.

Pro ostatńı úpravy obdobně a výsledek plat́ı i pro libovolnou konečnou posloupnost
elementárńıch úprav. ⇤

Tvrzeńı 9.2.5. Necht’ vektory v1, . . . , vn generuj́ı prostor V a {u1, . . . , um} ⇢ V je
lineárně nezávislá. Pak m  n.

D̊ukaz. Každý z vektor̊u u1, . . . , um je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vn, takže pro
každé i 2 {1, . . . ,m} existuj́ı koeficienty a1i , . . . , a

n
i takové, že ui = a1i v1 + · · · + ani vn.

Matici

A =

0

B@
a11 . . . an1
...
a1m . . . anm

1

CA

upravme pomoćı řádkových elementárńıch úprav na matici A0 ve schodovitém tvaru.
Provedeme-li stejné elementárńı úpravy s m-tićı u1, . . . , um, dostaneme ekvivalentńı
m-tici u01, . . . , u

0
m. Lineárńı kombinace vektor̊u v1, . . . , vn s koeficienty z jednotlivých

řádk̊u matice A0 jsou rovny právě vektor̊um u01, . . . , u
0
m. Z lineárńı nezávislosti množiny

{u1, . . . , um} plyne lineárńı nezávislost množiny {u01, . . . , u0m} a také lineárńı nezávislost,
tedy i nenulovost řádk̊u matice A0. Jelikož A0 je ve schodovitém tvaru a všechny řádky
má nenulové, nemá v́ıce řádk̊u než sloupk̊u, tedy m  n.

Tvrzeńı je také součást́ı Tvrzeńı 9.2.7. ⇤

Lemma 9.2.6 (Lemma o výměně). Bud’te v1, . . . , vn 2 V a u = a1v1 + · · ·+ anvn. Pak
pro každé i takové, že ai 6= 0, plat́ı [[v1, . . . , vn]] = [[v1, . . . , vi�1, u, vi+1, . . . , vn]].

D̊ukaz. Předpokládejme, že a1 6= 0 (pro jiné indexy je d̊ukaz stejný). Potom

v1 =
1

a1
u�

nX

i=2

ai

a1
vi.

Bud’ w 2 [[v1, . . . , vn]]. Existuj́ı tedy b1, b2, . . . , bn takové, že

w = b1v1 + b2v2 + · · ·+ bnvn =

=
b1

a1
u�

nX

i=2

b1ai

a1
vi + b2v2 + · · ·+ bnvn =

=
b1

a1
u+

nX

i=2

✓
bi � b1ai

a1

◆
vi 2 [[u, v2, . . . , vn]].

Bud’ w 2 [[u, v2, . . . , vn]]. Existuj́ı tedy c1, c2, . . . , cn takové, že

w = c1u+ c2v2 + · · ·+ cnvn =

= c1
nX

i=1

aivi +
nX

i=2

civi =

= c1a1v1 +
nX

i=2

(c1ai + ci)vi 2 [[v1, . . . , vn]]. ⇤
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Tvrzeńı 9.2.7 (Steinitzova věta o výměně). Necht’ vektory v1, . . . , vn generuj́ı prostor
V a {u1, . . . , um} ⇢ V je lineárně nezávislá. Pak m  n a existuj́ı indexy i1, . . . , in�m 2
{1, . . . , n} takové, že

[[v1, . . . , vn]] = [[u1, . . . , um, vi1 , . . . , vin�m ]].

D̊ukaz. Množina {u1, . . . , um} je lineárně nezávislá, takže všechny ui jsou nenulové.
Vektor u1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vn s aspoň jedńım nenulovým koeficien-
tem a stejně jako v předchoźım d̊ukazu předpokládejme, že nenulový koeficient je u v1.
Z Lemmatu o výměně dostaneme [[v1, v2, . . . , vn]] = [[u1, v2, . . . , vn]].

Potom vektor u2 je lineárńı kombinaćı vektor̊u u1, v2, . . . , vn s aspoň jedńım ne-
nulovým koeficientem u vektor̊u v2, . . . , vn (jinak by množina {u1, u2} byla lineárně
závislá). Opět pro jednoduchost předpokládejme, že nenulový koeficient je u v2. Z Lem-
matu o výměně dostaneme [[u1, v2, . . . , vn]] = [[u1, u2, v3, . . . , vn]].

Takto pokračujeme, dokud bud’ nepoužijeme všechny vektory u1, . . . , um nebo ne-
vyměńıme všechny vektory v1, . . . , vn za vektory u1, . . . , un. Kdyby bylo m > n, vek-
tory un+1, . . . , um by byly lineárńı kombinace vektor̊u u1, u2, . . . , un ve sporu s lineárńı
nezávislost́ı množiny {u1, . . . , um}. Takže m  n a

[[v1, . . . , vn]] = [[u1, . . . , um, vi1 , . . . , vin�m ]]. ⇤

9.3. Báze

Definice 9.3.1. Báze vektorového prostoru je libovolná uspořádaná lineárně nezávislá
množina jeho generátor̊u.

Obvykle tedy budeme bázi vektorového prostoru zapisovat jako uspořádanou n-tici
vektor̊u. Pokud nebude záležet na uspořádáńı vektor̊u v bázi, budeme ji někdy zapisovat
jen jako množinu vektor̊u.

Př́ıklad. (1) (6) je báze R.
(2) ((1, 0), (0, 1)) je báze R2.

(3) ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) je báze R3.

(4) Pro každé i 2 {1, . . . , n} bud’ ei vektor z Rn, který má na i-tém mı́stě jedničku
a jinde nuly. Potom (e1, . . . , en) je báze Rn a nazývá se kanonická nebo také standardńı.

(5) (x2, x, 1) je báze R2[x]. ⇤

Tvrzeńı 9.3.1. Každý konečněrozměrný vektorový prostor má bázi.

D̊ukaz. Podle definice konečněrozměrný vektorový prostor má konečnou množinu ge-
nerátor̊u. Ukážeme, že v ńı existuje lineárně nezávislá podmnožina, která generuje
tentýž vektorový prostor a je tedy jeho báze. Bud’ {v1, . . . , vn} množina generátor̊u
vektorového prostoru. Z této množiny postupně pro i = 1, . . . , n vylučme vektor vi,
je-li lineárńı kombinaćı předchoźıch. Tedy v1 vylouč́ıme, pokud v1 = 0. Vektory, které
nevylouč́ıme, označme vi1 , . . . , vim . Je-li prvek množiny generátor̊u lineárńı kombinaćı
ostatńıch prvk̊u této množiny, po jeho vyloučeńı z této množiny z̊ustane opět množina
generátor̊u stejného vektorového prostoru (ověřte). Proto vektory vi1 , . . . , vim generuj́ı
tentýž vektorový prostor.

Dı́ky uvedenému postupu žádný z vektor̊u vi1 , . . . , vim neńı lineárńı kombinaćı před-
choźıch a množina {vi1 , . . . , vim} je lineárně nezávislá. ⇤

I nulový prostor {0} má bázi. Je j́ı ;, jelikož je lineárně nezávislá a [[;]] = {0}.
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Tvrzeńı 9.3.2. Všechny báze jednoho konečněrozměrného vektorového prostoru maj́ı
stejný počet prvk̊u.

D̊ukaz. Bud’te (v1, . . . , vn) a (u1, . . . , um) báze vektorového prostoru V. Jelikož vektory
v1, . . . , vn generuj́ı V a {u1, . . . , um} je lineárně nezávislá množina, podle Tvrzeńı 9.2.5
m  n. Obdobně dostaneme, že n  m. Takže n = m. ⇤

Definice 9.3.2. Dimenze vektorového prostoru je počet vektor̊u (libovolné) jeho báze.
Vektorový prostor V dimenze n je n-rozměrný, zapisujeme dimV = n. Nulový vekto-
rový prostor {0} je 0-rozměrný.

Př́ıklad. (1) Vektorový prostor Pn nad polem P je n-rozměrný. Jednou z báźı je n-tice
(kanonická báze) ((1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)).

(2) Vektorový prostor C nad polem R je dvojrozměrný. Jednou z báźı je dvojice (1, i).
Vektorový prostor C nad polem C je jednorozměrný, jednu z báźı tvoř́ı vektor 1. Vid́ıme,
že dva vektorové prostory mohou mı́t r̊uzné dimenze, přestože maj́ı stejné množiny
vektor̊u.

(3) Vektorový prostor Cn nad polem R je 2n-rozměrný. Jednou z báźı je 2n-tice

((1, 0, . . . , 0), (i, 0, . . . , 0),

(0, 1, 0, . . . , 0), (0, i, 0, . . . , 0),

. . . ,

(0, . . . , 0, 1), (0, . . . , 0, i)). ⇤

Definice 9.3.3. (1) Minimálńı množina generátor̊u vektorového prostoru V je
množina generátor̊u prostoru V, jej́ıž žádná vlastńı podmnožina negeneruje V.

(2) Maximálńı lineárně nezávislá množina vektor̊u vektorového prostoru V je lineárně
nezávislá množina vektor̊u z V, která neńı vlastńı podmnožinou žádné lineárně
nezávislé množiny.

Tvrzeńı 9.3.3. Bud’te v1, . . . , vn 2 V. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) {v1, . . . , vn} je báze V;
(2) {v1, . . . , vn} je minimálńı množina generátor̊u V;
(3) {v1, . . . , vn} je maximálńı lineárně nezávislá množina vektor̊u V.

D̊ukaz. (1) ) (2): Je-li {v1, . . . , vn} báze, je to množina generátor̊u a žádný z nich
neńı lineárńı kombinaćı ostatńıch. Tud́ıž žádná jej́ı vlastńı podmnožina negeneruje V
a {v1, . . . , vn} je minimálńı množina generátor̊u.

(2) ) (1): {v1, . . . , vn} je množina generátor̊u. Jelikož je minimálńı, žádný z jej́ıch
vektor̊u neńı lineárńı kombinaćı ostatńıch, takže je nav́ıc lineárně nezávislá, čili báze.

(1) ) (3): Je-li {v1, . . . , vn} báze, je lineárně nezávislá a každý vektor z V je lineárńı
kombinaćı vektor̊u báze. Tud́ıž každá vlastńı nadmnožina je lineárně závislá a tato je
tedy maximálńı.

(3)) (1): Množina {v1, . . . , vn} je lineárně nezávislá. Jelikož je maximálńı, po přidáńı
libovolného vektoru z V, dostaneme lineárně závislou množinu a ten přidaný vektor (ty
p̊uvodńı to být nemohou) je lineárńı kombinaćı předchoźıch, takže {v1, . . . , vn} je nav́ıc
množina generátor̊u, čili báze. ⇤

Tvrzeńı poskytuje dvě alternativńı definice báze, které se často použ́ıvaj́ı. Má také
d̊uležité d̊usledky.
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Důsledek. Bud’ n 2 N. Je-li V n-rozměrný vektorový prostor, pak

(1) libovolná jeho n-prvková lineárně nezávislá podmnožina tvoř́ı jeho bázi;
(2) libovolná jeho n-prvková množina generátor̊u tvoř́ı jeho bázi.

D̊ukaz. (1) Prostor V má n-prvkovou množinu generátor̊u, takže podle Tvrzeńı 9.2.5
každá n-prvková lineárně nezávislá podmnožina je maximálńı, tedy báze.

(2) V prostoru V existuje n-prvková lineárně nezávislá množina, takže podle Tvr-
zeńı 9.2.5 každá n-prvková množina generátor̊u je minimálńı, tedy báze. ⇤

Důsledek. Bud’ {v1, . . . , vk} lineárně nezávislá podmnožina n-rozměrného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do báze (v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn).

D̊ukaz. V př́ıpadě, že v1, . . . , vk generuj́ı V, tvoř́ı bázi. Jinak existuje vektor vk+1 2 V,
který neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vk, načež množina {v1, . . . , vk, vk+1} je
lineárně nezávislá, protože vk+1 neńı lineárńı kombinaćı předchoźıch vektor̊u.

Po n � k opakováńıch téže úvahy źıskáme n-prvkovou lineárně nezávislou množinu
{v1, . . . , vk, vk+1, vk+2, . . . , vn}, která je báźı podle předchoźıho d̊usledku. ⇤

9.4. Souřadnice

Tvrzeńı 9.4.1. Bud’ (e1, . . . , en) báze vektorového prostoru V. Pak pro každé v 2 V
existuje právě jedna n-tice skalár̊u (x1, . . . , xn) taková, že v = x1e1 + · · ·+ xnen.

D̊ukaz. Bud’ v 2 V. Jelikož e1, . . . , en generuj́ı V, existuj́ı x1, . . . , xn 2 P takové, že
v = x1e1 + · · ·+ xnen. Jsou-li y1, . . . , yn libovolná taková, že v = y1e1 + · · ·+ ynen, pak

0 = v � v = (x1e1 + · · ·+ xnen)� (y1e1 + · · ·+ ynen) =

= (x1 � y1)e1 + · · ·+ (xn � yn)en.

Z lineárńı nezávislosti množiny {e1, . . . , en} plyne x1 � y1 = · · · = xn � yn = 0, a tedy
x1 = y1, . . . , xn = yn. ⇤

Cvičeńı. Zformulujte a dokažte obrácené tvrzeńı. ⇤

Definice 9.4.1. Skaláry x1, . . . , xn z předchoźıho tvrzeńı jsou souřadnice vektoru v
vzhledem k bázi (e1, . . . , en).

Souřadnice budeme zapisovat bud’ jako prvky pole x1, . . . , xn nebo jako uspořádanou
n-tici x = (x1, . . . , xn) nebo jako matici typu n⇥ 1

x =

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
.

Př́ıklad. (1) Souřadnice vektoru 2 2 R vzhledem k bázi (6) je 1
3 , protože 2 = 1

3 · 6.
(2) Souřadnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v kanonické bázi jsou x, y, z, protože (x, y, z) =
x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
(3) Souřadnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v bázi ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) jsou x�y, y�z, z,
protože (x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).
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(4) Souřadnice vektoru z = a + bi 2 C(R) vzhledem k bázi (1, i) jsou a, b, protože
z = a · 1 + b · i.

Souřadnice vektoru z = a+ bi 2 C(C) vzhledem k bázi (1) je z, protože z = z · 1. ⇤

Souřadnice vektoru záviśı na volbě báze. Jeden vektor má v r̊uzných báźıch r̊uzné
souřadnice.

Bud’te V vektorový prostor, v 2 V. Bud’te e = (e1, . . . , en) a e0 = (e01, . . . , e
0
n) báze V,

e nazvěme stará báze, e0 nazvěme nová báze. Souřadnice vektoru v vzhledem ke staré
bázi označme x = (x1, . . . , xn) a ř́ıkejme jim staré souřadnice. Souřadnice vektoru v
vzhledem k nové bázi označme x0 = (x01, . . . , x0n) a ř́ıkejme jim nové souřadnice. Plat́ı
tedy v =

P
i x

iei =
P

i x
0ie0i.

Definice 9.4.2. Matice, jej́ıž sloupky jsou tvořeny novými souřadnicemi starých
bázových vektor̊u, je matice přechodu od staré báze k nové bázi.

Matici přechodu od báze ↵ k bázi � znač́ıme Q↵� .

Zobrazeńı

�(i, j) = �ij =

⇢
1, je-li i = j,
0 jinak

je Kroneckerovo delta.

Tvrzeńı 9.4.2. Matice přechodu je regulárńı.

D̊ukaz. Bud’te ↵ = (↵1,↵2, . . . ,↵n) a � = (�1,�2, . . . ,�n) báze jednoho vektorového
prostoru. Označme Q↵� = (aji ) matici přechodu od báze ↵ k bázi � a Q�↵ = (bji ) matici
přechodu od báze � k bázi ↵. Tedy, (a1i , a

2
i , . . . , a

n
i ) jsou souřadnice vektoru ↵i vzhledem

k bázi �, (b1i , b
2
i , . . . , b

n
i ) jsou souřadnice vektoru �i vzhledem k bázi ↵ a

↵i =
nX

j=1

aji�j a �i =
nX

j=1

bji↵j pro každé i = 1, 2, . . . , n.

Po dosazeńı dostaneme

↵i =
nX

j=1

aji�j =

=
nX

j=1

aji

 
nX

k=1

bkj↵k

!
=

=
nX

k=1

0

@
nX

j=1

aji b
k
j

1

A↵k,

čili 0

@
nX

j=1

aji b
1
j ,

nX

j=1

aji b
2
j , . . . ,

nX

j=1

aji b
n
j

1

A

jsou souřadnice vektoru ↵i vzhledem k bázi ↵. Tedy,
nX

j=1

aji b
k
j = �ik =

⇢
1 je-li i = k,
0 jinak.

Ovšem
nX

j=1

aji b
k
j = (Q�↵Q↵�)

k
i
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je v k-tém řádku a i-tém sloupku součinu Q�↵Q↵� , takže Q�↵Q↵� = E, proto matice
Q�↵ a Q↵� jsou vzájemně inverzńı a tedy obě regulárńı. ⇤

Tvrzeńı 9.4.3. Bud’ Qee0 matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0 a bud’te x a x0

staré a nové souřadnice jednoho vektoru. Potom

x0 = Qee0 · x.

D̊ukaz. Bud’ Qee0 = (qij) matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0. Tedy

ei =
X

j

qji e
0
j .

Bud’ v = x1e1 + · · ·+ xnen 2 V . Potom

v = x1
X

j
qj1e

0
j + · · ·+ xn

X
j
qjne

0
j =

= x1(q11e
0
1 + q21e

0
2 + · · ·+ qn1 e

0
n) + · · ·+ xn(q1ne

0
1 + q22e

0
2 + · · ·+ qnne

0
n) =

=
⇣X

j
q1jx

j
⌘
e01 +

⇣X
j
q2jx

j
⌘
e02 + · · ·+

⇣X
j
qnj x

j
⌘
e0n.

Tedy

x0i =
X

j

qijx
j a x0 = Qee0 · x. ⇤

Př́ıklad. (1) Mějme R, starou bázi e = (6) a novou bázi e0 = (1). Pro v = 2 je x = (13)
a x0 = (2).

Matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0 je

Qee0 =
�
6
�
.

A skutečně

x0 = (6) · (13) = (2).

(2) Mějme R2, starou bázi e = ((1,�1), (1, 1)) a novou bázi e0 = ((0, 2), (2, 1)). Pro
v = (2, 0) je x = (1, 1) a x0 = (�1

2 , 1).
Matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0 je

Qee0 =

 
�3

4
1
4

1
2

1
2

!
.

A skutečně

x0 = Qee0 · x =

 
�3

4
1
4

1
2

1
2

!
·
✓
1

1

◆
=

 
�1

2

1

!
. ⇤

Tvrzeńı 9.4.4. Bud’te V vektorový prostor nad polem P, e = (e1, . . . , en) jeho báze,
u, v 2 V, p 2 P, x = (x1, . . . , xn) souřadnice vektoru u a y = (y1, . . . , yn) souřadnice
vektoru v. Pak x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) jsou souřadnice vektoru u + v a px =
(px1, . . . , pxn) jsou souřadnice vektoru pu.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤
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9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. Bud’te ↵, � báze jednoho vektorového prostoru. Báze ↵ má stejnou
orientaci jako báze �, jestliže detQ↵� > 0.

Relace

↵ ⇠ � právě tehdy, když ↵ má stejnou orientaci jako �

je relace ekvivalence. (Cvičeńı.) Tato relace ekvivalence rozděluje množinu všech báźı
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktńıch tř́ıd.

Definice 9.5.2. Prohláśıme-li některou z báźı vektorového prostoru, a společně s ńı
i každou bázi se stejnou orientaćı, za kladnou (nebo kladně orientovanou), urč́ıme t́ım
orientaci vektorového prostoru a vektorový prostor je potom orientovaný. Báze, které
nejsou kladné, jsou záporné (nebo záporně orientované).

Př́ıklad. Kanonická báze prostoru Pn je obvykle uvažována jako kladná. ⇤

9.6. Př́ımý součet vektorových prostor̊u

Definice 9.6.1. Bud’te V1, . . . , Vn vektorové prostory nad polem P . Na kartézském
součinu V1 ⇥ · · ·⇥ Vn zaved’me sč́ıtáńı a násobeńı skalárem předpisem

(u1, . . . , un) + (v1, . . . , vn) = (u1 + v1, . . . , un + vn),

p(u1, . . . , un) = (pu1, . . . , pun)

pro libovolné (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn) 2 V1 ⇥ · · ·⇥ Vn a p 2 P .
Na V1 ⇥ · · ·⇥ Vn tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P , který
se znač́ı V1 � · · ·� Vn a je to př́ımý součet vektorových prostor̊u V1, . . . , Vn.

Cvičeńı. Ověřte, že V1 � · · ·� Vn je vektorový prostor. ⇤

Tvrzeńı 9.6.1. Bud’te V1, . . . , Vn konečněrozměrné vektorové prostory. Pak

dim(V1 � · · ·� Vn) = dimV1 + · · ·+ dimVn.

D̊ukaz. Pro každé i necht’ (ei1, . . . , e
i
mi

) je báze Vi. Potom

((e11, 0, . . . , 0), . . . , (e
1
m1

, 0, . . . , 0),

(0, e21, 0, . . . , 0), . . . , (0, e
2
m2

, 0, . . . , 0),

. . . ,

(0, . . . , 0, en1 ), . . . , (0, . . . , 0, e
n
mn

))

je báze V1 � · · ·� Vn (cvičeńı). ⇤

Př́ıklad. Bud’ V1 = R a V2 = R2. Potom V1⇥V2 je množina R⇥R2 uspořádaných dvojic
(x, y), kde x 2 R a y = (y1, y2) 2 R2, tedy R⇥R2 = {(x, (y1, y2))|x 2 R, (y1, y2) 2 R2}.
Např́ıklad

(1, (2, 3)) + (2, (1,�1)) = (1 + 2, (2, 3) + (1,�1)) = (3, (3, 2)),

3 · (2, (1, 4)) = (3 · 2, 3 · (1, 4)) = (6, (3, 12)).
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Bud’ e1 = (1) báze R a bud’ e2 = (e21, e
2
2) = ((1, 0), (0, 1)) báze R2. Potom trojice

((e1, 0), (0, e21), (0, e
2
2)) = ((1, (0, 0)), (0, (1, 0)), (0, (0, 1)))

je báze R� R2 a dim(R� R2) = 3 = dimR+ dimR2 = 1 + 2. ⇤


